Troisieme partie

L'équité dans les systemes de transition
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@ Contraintes d'équité

(2] Equité sur les états
° Equité simple
e Equité multiple
° Equité conditionnelle

(3] Equité sur les transitions
o Equité faible
° Equité forte
o Equité sur les étiquettes



Contraintes d’équité
) Equité sur les états
Equité sur les transitions

Pourquoi de I'équité ?

MODULE oscillant
CONSTANT N
VARIABLE |

Init 2 =0 (L (Y (Y M

VIi<NAI"=Ii+1
Spec = Init A O[Next];

On pourrait vouloir éliminer les exécutions :
e Q¥
o (0—1)
o ...—n"
@ qui ne passent pas infiniment souvent par |'état 2

@ qui ne contiennent pas une infinité d'incrémentation /)4,
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Contraintes d’équité
) Equité sur les états
Equité sur les transitions

Contraintes d'équité / fairness WEE)

Les contraintes d’'équité spécifient que certains états (resp.
certaines transitions) doivent &tre visités (resp. exécutées)
infiniment souvent dans toute exécution du programme.

D'une facon générale, les contraintes d'équité servent a contraindre
un programme ou son environnement a étre vivace, sans entrer
dans les détails concernant la réalisation pratique de ces
contraintes.

Les contraintes d'équité réduisent I'ensemble des exécutions

légales, en éliminant les exécutions qui ne respectent pas les
contraintes d'équité.
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audio/equite-intro.mp3

Contraintes d’équité
) Equité sur les états
Equité sur les transitions

Etats récurrents MDD

Ensemble récurrent d’états

Soit S = (S, /I, R) un systeme de transition et 0 = (sp — ...) une
exécution.
Un ensemble d'états P est récurrent dans o si :
@ caso infinie:Vie N:dj>i:s, € P
(P apparait une infinité de fois dans o).

@ cas o finie : I'état final de o est dans P.

Infs(P,o) = P est un ensemble récurrent d'états dans o.

Note : on dit aussi infiniment souvent présent dans o.
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audio/equite-etatsrecurrents.mp3

Contraintes d’équité
) Equité sur les états
Equité sur les transitions

Transitions récurrentes MDD

Ensemble récurrent de transitions

Soit S = (S, /I, R) un systeme de transition et 0 = (sp — ...) une
exécution.
Un ensemble de transitions @ est récurrent dans o si :
@ casoinfinie:Vie N:Jj>i:si =51 € Q
(des transitions de Q apparaissent une infinité de fois dans o).
@ cas o finie : la transition finale de o est dans @
(c=(sp—...2>s—=>sYAs—=s €Q).

Infr(Q,0) = Q est un ensemble récurrent de transitions dans o.
v

W
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audio/equite-transitionsrecurrentes.mp3

Contraintes d’équité
) Equité sur les états
Equité sur les transitions

Exemple - états récurrents

s1
— S0 S3
S2
s1 récurrent dans ((so — s1 — s3)“)
51 récurrent dans ((so = s1 — 53 = 50 = 2 — 53)%)
s1 pas récurrent dans  ((sp — s1 — $3)* = (s = 2 — $3)¥)

s51 — 83 récurrente dans ((so = 51— 53 =50 = 52 — s3)%)
s1 — s3 pas récurrente dans  {((sp — s1 — $3)* — (so = s2 — s3)%)

W
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@ Contraintes d’équité

(2] Equité sur les états
o Equité simple
° Equité multiple
e Equité conditionnelle

(3] Equité sur les transitions
o Equité faible
° Equité forte
o Equité sur les étiquettes



Contraintes d’équité lf:quité simple

) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle
Equité simple sur les états R

équité simple

Soit un systeme de transition (S, /, R).
On se donne F C S un ensemble d'états équitables.
Alors toute exécution o doit &tre telle que Infs(F, o).

F est récurrent dans o, i.e. o contient une infinité d’états dans F
(cas o infini), ou le dernier état de o est dans F (cas o fini).

Remarque : I'ensemble F est récurrent, pas nécessairement chaque
élément de F. Pour S = i =0ADO((7/ =i+ 1)V (/' =1i)), si on
se donne F = {i%2 = 0}, les exécutions 0 — 1 — 2% et
0—+1—-2—3—4...sont valides.

W
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audio/equite-simple.mp3

Contraintes d’équité lf:quité simple

) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle
s an 7 o
Exemple - équité simple R

S1
Iyl
50 S

—

Exec(S) =

S S, S
3 4 —— 55

(50“), (0™ = 52 = (53 = 54)“),
(soT = s1), (50T — 52— (53 = s4)" — s5)

Equité simple

Exécutions

{so}
{51, 54}
{517 55}

(s0“)
(0" = 52 = (53 = 51)”), (0" — s1)
(soT — s1), (soT — 50— (53 = s4)T — s5)

Systémes de transition — I'équité

10 / 39


audio/equite-simple-exemple1.mp3

Contraintes d’équité lf:quité simple

) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle
s an 7 o
Exemple - équité simple R
S1

e

™~

52

On fixe : équité simple sur {s;}.

légale  ((so — s1 — s3)%)

légale  ((so — s1 — 53 = sH — 52 — $3)“)
illégale ((so — s1 — s3)* = (s = 52 — s3)%)
légale ((so — s1 — s3 — (so — 52 — s3)%)¥)
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audio/equite-simple-exemple2a.mp3

Exec(S) =

Equité simple

{s1}

{s1, %2}



audio/equite-simple-exemple2b.mp3

Contraintes d’équité Equité simple

) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle
Equité multiple sur les états R

Equité multiple

Soit un systéme de transition (S, /, R).

On se donne un ensemble dénombrable, indexable par un ensemble
d'entiers J = {0,1,2,...}, d’ensembles équitables {F;}; ¢ ;.
Toute exécution o doit étre telle que Vi € J : Infs(F;, o).

Exécutions vérifiant I'équité multiple = intersection des exécutions
vérifiant I'équité simple sur chacun des F;.
= I"équité simple est un cas particulier de I'équité multiple.
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audio/equite-multiple.mp3

(Y (N

—
35 5
0 1

Exec(S) =

Equité simple/multiple

{s0}

{50751}

{so}{s1}



audio/equite-multiple-exemple1.mp3

Contraintes d’équité Equité simple

) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle
Equivalence équité multiple finie <> simple Mhd

Cas simple : J est fini. |J| est la cardinalité de J.

Le systeme (S’, ', R") a équité simple suivant est équivalent
(égalité des exécutions projetées sur S) :

e S=S5xJ
o I'=1x{0}
o R'= {({(s,)),(s",j+1mod |J])) | (s,s') € RAs € Fj}

U {({(s,0):(s",0)) | (5,8") € RAs ¢ Fj}
o Equité simple F' = Fy x {0}
Le premier ensemble de R’ est pour le cas ol on visite un état de
F; et on cherche donc a visiter I'ensemble suivant; le deuxieme

ensemble est pour le cas oll on n’est pas en train de visiter un état
de Fj, que l'on continue a attendre. /u;v
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audio/equite-multiple-simple.mp3

Contraintes d’équité Equité simple
) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle

Exemple équité multiple

() )

— 50 &_/51 avec équité multiple : Fo = {so}, F1 = {s1}

ST en équité simple équivalent :

ﬂ

507 507
517 517

U

avec équité simple sur {(sp,0)}
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Contraintes d’équité Equité simple
) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle

Equivalence équité multiple <+ simple
Cas général (J potentiellement infini).

Le systeme (S’, ', R") a équité simple suivant est équivalent :

e S =SxJxJ
o I"=1x{0} x {0}
e R =

{((s,i,i),{s',i®1,0)) | (s,s') € RAs € F;}
UA{((s,ird) (s, i + 1)) |J <iA(s,s') € RAs € Fj}
U {((s,7,4),(s",i,7)) | (s,8') € RAs ¢ Fj}
o Equité simple F' = Fy x J x {0}
avec - i@l 2 {124—1 siJestinﬁni
i+1mod |J] sinon

Dans une exécution équitable, les compteurs i, j forment un triangle :

((0,0) = (1,0) — (1,1) — (2,0) — (2,1) — (2,2) — (3,0) — ...)

Systémes de transition — I'équité
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audio/equite-multiple-simple2.mp3

Contraintes d’équité Equité simple
) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle

Exemple équité multiple

() )

—— 50 &_/51 avec équité multiple : Fo = {sp}, F1 = {s1}

ST en équité simple équivalent :

()

—(s0,0,0) — (s0,1,0) — (s0,1,1)

I

(517170) (517171..)*>

J

avec équité simple sur {(sp,0,0), (s0,1,0)}

Systémes de transition — I'équité
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PN

(51, 0, 0)
U
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Contraintes d’équité Equité simple

) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle
Equité conditionnelle sur les états R

Equité conditionnelle

Soit un systeme de transition (S, /, R).
On se donne deux ensembles F et G.
Toute exécution o doit étre telle que Infs(F, o) = Infs(G, o).

Si F est récurrent dans o, alors G doit étre récurrent dans o.

) S1
50/52 T p—>
Exec(S) = (s“),{so" = 52 = (53 = s1)¥),

(so7 = s1), (S0 — 2 — (53 — s4)T — s5)

Equité cond. | Exécutions

{So} = {55} <507L — Sp — (53 — S4)w>,
(soT — s1), (S0 — 52 — (53 — s4)T — s5)

{s3} = {sa} | (50“), (s0T = 52 = (53 = 4)%),
{ W

soT = s1), {(soT — s — (53— s4)T — s5)
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audio/equite-conditionnelle.mp3

Contraintes d’équité Equité simple
) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle

Exemple - équité conditionnelle

()

— S %

Equité cond.

{s1} = {2}
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audio/equite-conditionnelle-exemple.mp3

Contraintes d’équité Equité simple

) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle
Equivalence équité conditionnelle <+ simple Mhd

Soit un systeme (S, /I, R) avec équité conditionnelle F = G.
Le systeme (S’, ', R") a équité simple suivant est équivalent :
o 5'=(Sx{0})U((S\F)x{1})
o I'=1x{0}
o R'=" {({s,0),(s,0)) | (s,5') € R}
U {((s,0),(s", 1)) | (s,s') e RAS € (S\ F)}
U{((s,1),(s",1)) | (s,s') € RAs,s € (S\F)}
o Equité simple F/ = (G x {0}) U ((S\ F) x {1})
Les états (s, 0), identiques au systeme d'origine, correspondent aux
exécutions ou G doit &tre infiniment souvent visité.

Les états (s, 1), restreints aux états non dans F, correspondent aux
exécutions ou F ne doit plus jamais étre visité. /0';’
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audio/equite-conditionnelle-simple.mp3

Contraintes d’équité Equité simple
) Equité sur les états Equité multiple
Equité sur les transitions Equité conditionnelle

Exemple équité conditionnelle

()

— 50 352 avec équité conditionnelle : F = {s1}, G = {s}

)

51 (/\l

ST en équité simple équivalent : —— (sp,0) (s2,0)

]

(5170)

|

(0,1) " (s2,1)

O
avec équité simple sur {(s2,0), (s0,1),(s2,1)} /)4’
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@ Contraintes d’équité

(2] Equité sur les états
° Equité simple
o Equité multiple
° Equité conditionnelle

© Equité sur les transitions
o Equité faible
o Equité forte
° Equité sur les étiquettes



Contraintes d'équité Equité faible

) Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes
Equité sur les transitions Mhd

L'équité sur les transitions est plus précise que I'équité sur les états.
Informellement, une exécution infinie est non équitable vis-a-vis
d’'une transition si :

@ la transition n'apparait qu'un nombre fini de fois,

@ et la transition est continiiment faisable (équité faible) ou
infiniment souvent faisable (équité forte).

Les définitions suivantes sont correctes aussi bien pour les
exécutions infinies que pour les exécutions finies maximales. Pour
autant, les explications sont plus faciles sur les exécutions infinies.
Le bégaiement est présent par défaut dans TLATet dans la
majorité des méthodes outillées s'appuyant sur les systemes de
transition, ce qui justifie cette simplification.
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audio/equite-transition.mp3

Contraintes d’équité équité faible

) Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes
Equité faible sur les transitions R

Soit un ST (S,/, R) et F C R un sous-ensemble des transitions.
F est faiblement équitable ssi dans toute exécution o :
Infs(S \ dom(F),o) V Infr(F, o)
(I'ensemble d'états S\ dom(F) est récurrent,
ou I'ensemble de transitions F est récurrent)

Ou, de maniere équivalente :
=Infs(S \ dom(F), o) = Infr(F, o)
(si I'ensemble d'états S\ dom(F) n'est pas récurrent,
alors I'ensemble de transitions F est récurrent)

L'équité faible exprime que I'on n'a pas le droit de rester
indéfiniment dans un ensemble spécifié d'états alors qu'il existe /)4’
toujours une transition en équité faible qui est exécutable.
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audio/equite-faible.mp3

Contraintes d’équité lf:quité faible

) Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes
Exemple - équité faible R
‘)
S1
e O
So S2 S3 S4 — S5
Exec(S) = (s0%),(s0" — 52— (53 = 54)),

(so7 = s1¥), (s0T = 55 = (53 = sa) T — s5%)

Equité faible Exécutions

{(s0,51)} (soT — s2 — (53 — s4)%),

(soT = s19),(s0T = 5 — (53 = s4) T — s5%)
{(s0,51), (s0,%0)} | toutes

{(sa,55)} toutes /)4’

Systémes de transition — I'équité 26 / 39


audio/equite-faible-exemple1.mp3

Contraintes d’équité
Equité sur les états
Equité sur les transitions

Exemple - équité faible

Equité faible
Equité forte
Equité sur les étiquettes

Ry

Yy (X
—

— 50 51

Exec(S) =

—

((soF = s17)"),
<(50+ — 51+)* — 50w>,
<(So+ — 51+)* — So+ — 51w>

Equité faible

Exécutions

{(s0,51)}

{(s0,5%0)}
{(s0, %0), (s0,51) }

((so™ = s17)%),

<(50Jr — 51+)* — SoJr — 51w>
toutes

toutes

Systémes de transition — I'équité
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audio/equite-faible-exemple2.mp3

Contraintes d’équité lf:quité faible
) Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes

Exemple - équité faible R

Onnote T = sp* — (sp— s1)* = (s0 = 2)* \ ().
(le \() garantit que T ne contient pas la séquence vide)

Exec(S) = (T¥)

Equité faible | Exécutions
{(50,52)} <T* — (S()>'< — (50 — 51)* — S()>|< — (SO — 52)+)w>,

<T* — (So* — (So — 51)+)w> /#
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audio/equite-faible-exemple3.mp3

Equité faible

{(s2,54)}
{(521 54)a (51, 53)}



audio/equite-faible-exemple4.mp3

Contraintes d’équité lf:quité faible
Equité sur les états Equité forte

Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes

Exemple - équité faible

@

Exec(S) =

Equité faible

{(s0,51)}

{(s1,52)}
{(s0,52), (s1,52)}
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Contraintes d’équité équité faible

) Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes
Equité faible — équité simple sur les états Mhd

Soit un systeme (S, /, R) avec équité faible sur F.
Le systeme (S’, ', R") a équité simple suivant est équivalent :
e S'=5x{0,1}
o I'=1x{0}
o RN= {(s,0),(s,1)) | (s,s') e RNF}
U {(s,-),(s',0)) | (s,5") € R\ F}
o Equité simple F' = S\ dom(F) x {0,1} U S x {1}

Les états (s, 1) correspondent aux états ou I'on vient d’exécuter
une transition de F, les états (s,0) correspondent aux états ou |'on
vient d'exécuter une transition qui n'est pas dans F.
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audio/equite-faible-simple.mp3

Contraintes d’équité Equité faible

) Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes
Equité forte sur les transitions R

Equité forte

Soit un ST (S,/,R) et F C R un sous-ensemble des transitions.
F est fortement équitable ssi dans toute exécution o :
—Infs(dom(F), o) V Infr(F, o)
I'ensemble d'états dom(F) n'est pas récurrent,
ou I'ensemble de transitions F est récurrent.

Ou, de maniere équivalente :
Infs(dom(F), o) = Infr(F, o)
si I'ensemble d'états dom(F) est récurrent,
alors I'ensemble de transitions F est récurrent.

L'équité forte exprime que si I'on passe infiniment souvent dans un
ensemble d'états ou des transitions de r sont exécutables, alors une/)'?
transition de r finit par étre exécutée.
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audio/equite-forte.mp3

Contraintes d’équité Equité faible
Equité sur les états Equité forte

Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes
Exemple - équité forte R
‘)
S1
e O
So S2 S3 S4 — S5
Exec(S) = (s0%),(so™ — 52 — (53 = 1)),

(so7 = s1¥), (s0T = 55 = (53 = sa) T — s5%)

Equité forte Exécutions
{(s0,51)} (so7 — s2 — (53 — s4)%),
(soT = 51), (so7 — 50 = (53 = s4)T — s5%)
{(547 55)} <Sow>, <50+ — 51w>7 <50+ — S — (53 — 54)+ — 55w>
{(s3,54), (s4,55)} | toutes -
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audio/equite-forte-exemple1.mp3

Tl

Sz—>S4D

Exec(S) =

Equité forte

{(s2,5)}



audio/equite-forte-exemple2.mp3

Equité forte
{(s0,51)}
{(s1,%2)}
{(s0,51), (s1,%2)}



audio/equite-forte-exemple3.mp3

Contraintes d'équité Equité faible

) Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes
Equité forte — équité conditionnelle sur les états Mhd

Soit un systéme (S, /, R) avec équité forte sur F.
Le systeme (S, /", R’) a équité conditionnelle suivant est

équivalent :
e S'=5x{0,1}
o I'=1x{0}
o RR'= {(s,0),(s,1)) | (s,s') e RN F}

U{(s,-),(s,0)) | (s,5') € R\ F}
o Equité conditionnelle F’ = dom(F) x {0,1}
G' =S5 x{1}

Les états (s, 1) correspondent aux états ou I'on vient d’exécuter
une transition de F, les états (s,0) correspondent aux états ou I'on
vient d'exécuter une transition qui n'est pas dans F. /0';’
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audio/equite-forte-conditionnelle.mp3

Contraintes d’équité Equité faible
) Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes

Combinaisons d'équités faibles/fortes

En pratique, on se donne
@ plusieurs ensembles de transitions en équité faible,
@ plusieurs ensembles de transitions en équité forte.
Le systeme doit respecter toutes ces contraintes (la conjonction).
@ @
—

—
S s s
— S0 s, %

Equité faible sur {(so,s1)} (interdit le bégaiement a I'infini)
Equité faible sur {(s, s2)} (idem)
Equité faible sur {(sz,s1)} (idem)
Equité forte sur {(s1,52)} (interdit de ne jamais aller en s)

Ici, équivalent a équité multiple sur {{s1},{s2}} : toute exécution
ou s1 et sy apparaissent infiniment souvent. /u?
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Contraintes d’équité Equité faible
Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes

Equité sur les étiquettes

Dans le cas d'un systeme de transition étiqueté, on peut également
définir I'équité (faible ou forte) sur un ensemble d’étiquettes
F C L. Cela revient a I'équité sur les transitions Etig—*(F).
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Contraintes d’équité Equité faible
) Equité sur les états Equité forte
Equité sur les transitions Equité sur les étiquettes

Conclusion

e L'équité contraint des états / des transitions a étre visité(e)s
infiniment souvent.

@ Les contraintes d'équité éliminent les exécutions non
équitables, jugées sans intérét.

@ On utilise plutdt I'équité sur les transitions qui traduit que, si
une action est toujours / infiniment souvent faisable, elle aura
lieu : le systeme n’est pas injuste vis-a-vis de ces actions.
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