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N
Multiplier efficacement 577 x 423

@ Par additions successives

o 577+ 577+ 577+ 577 + ... : nécessite 422 additions
o multiplier deux nombres de n chiffres nécessite O(n - 10") additions

@ par |'algorithme standard
5 7 7
x 4 2 3 C (1 ,
1 7 3 1 n multiplications élémentaires et n
11 5 4 it i
5 3 0 o additions par chiffre
2 4 4 0 7 1

multiplier deux nombres de n chiffres nécessite O(n?) opérations

Par transformée de Fourier FFT (1971)
O(n - log n - log log n) opérations (pour n > 100000)

Algorithme de Harvey et van der Hoeven (2019)
O(n - log n) opérations (pour n > 21729%%)

@ Peut-on faire mieux? (on ne pense pas)
(O(f(n)) signifie "dominé par f(n)", précisé plus loin) /q
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Trier efficacement n entiers par comparaison 2 a 2

bogosort : temps asymptotique O(n!), espace O(n) [2 x n + cte|
Tri a bulles : temps O(n?), espace O(n) [n + cte]
Tri par insertion : temps O(n?), espace O(n) [n + cte]

Tri rapide : temps en moyenne O(nlog n), temps en pire cas O(n?),
espace O(n) [n+ logn + cte]

Tri rapide avec pivot aléatoire : espérance probabiliste O(nlog n)
Tri fusion : temps O(nlogn), espace O(n) [2 < n + ctel)

Tri par tas (heap sort) : temps O(nlog n), espace O(n)

Peut-on faire mieux ? (on sait que non par comparaison)

Pigeonhole sort ou counting sort
e temps O(n+ k), espace O(k) (ou k est I'espace des clefs) l
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La question : efficacité et difficulté d'un probleme

Probleme vs algorithme

Difficulté d'un probleme = efficacité du meilleur algorithme.

Quelles ressources mesurer ?

le temps de calcul

@ la mémoire utilisée

@ |'énergie consommée

o |'aléatoire nécessaire

@ la communication nécessaire

Pour quelle machine, quelle langage, quelle entrée ?

@ Machine, langage : sans importance (équiv. a un polyndme pres)
o Fonction de la taille de I'entrée, — oo
@ Entrée : pire cas

A B
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Calculer/décider vs vérifier

@ Trouver si 147573952589676412927 est premier est dur.

o Vérifier
267 _ 1 = 147573952589676412927 = 193707721 x 761838257287
est facile (Cole, 1903).

Calculer , Veérifier
en temps = en temps
polynomial polynomial
PLNP

(Projet de loi de programmation de la recherche pour les années 2021 a
2030, texte élaboré par la commission mixte paritaire, Assemblée nationale
n°3533 & Sénat n°177, novembre 2020, p82 : trois grandes questions
ouvertes de la science sont mises en avant, dont celle-ci) /)4,
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Résumé

Complexité en temps |

@ P = classe des problemes solubles en temps polynomial de la taille de
I'entrée

NP = classe des problemes vérifiables en temps polynomial

NP-complet = problemes vérifiables en temps polynomial, mais pas
solubles en temps polynomial (sans doute)

EXPTIME = problemes solubles en temps exponentiel

BQP = problémes solubles en temps polynomial par un ordinateur
quantique
Complexité en espace

@ LSPACE = problemes nécessitant moins que log n espace

@ PSPACE = problemes nécessitant un espace polynomial

o EXPSPACE = probléemes nécessitant un espace exponentiel ’
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Modele de calcul considéré : les machines de Turing

Mesure de la complexité

Mesurer la complexité = ressources utilisées par une machine de Turing :
@ Temps : nombre de pas nécessaire pour arriver a la solution
@ Mémoire : nombre de cases nécessaire, en plus du mot en entrée
o Energie : énergie = O(temps), toute transition de méme cofit

@ Aléatoire : source externe de bits aléatoires

Asymptotiquement pour des entrées de taille — oo, et dans le pire cas.

(On verra que le modele de calcul est sans importance)

W
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N
Notations : Grand-O

Grand-O (Big-Oh) f = O(g)
f est dominée par g, f croit moins vite que g :
f(n) = O(g(n)) £ 3c €R,3ng € N:V¥n > ng : f(n) < c-g(n)

On écrit f = O(g) ou f(n) = O(g(n)).
L'usage de = est abusif mais installé, il vaudrait mieux écrire f € O(g).

Petit-o f = o(g)

f croit beaucoup moins vite que g :
f(n) = o(g(n)) £Vee R** 3ng € N:Vn>ng: f(n) <e-g(n)
2 jim fl0 _g

x—o0 8(n)

nlogn = O(n?), 10n?+24n = 0O(n?), n3=0(3")
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Deuxieme partie

Complexité en temps

—WF
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Introduction

Importance de la complexité

Processeur effectuant 1 million d'instructions par seconde.

Complexité
taille n nlog,n n? n? 1.5" 2" n!
n=10 <ls <1s <l1ls <ls <ls <ls 4s
n=30 <ls <l1ls <1s <1ls <1ls 18 min  10%® ans
n =50 <ls <1s <1ls <1ls 11 min 36 ans 0
n =100 <ls <ls <1s <1ls 12,9 ans 10 ans oo
n=1000 |<1ls <1s ls 18 min o0 o0 o0
n=10000 | <1s <1s 2 min 12 jours 00 0 o0
n=10° <ls 2s 3h 32 ans 00 00 00
n=10° ls 20 s 12 jours 31710 ans oo 00 00

(0o > 10%ans)

(Extrait de Algorithm Design, Kleinberg and Tardos, 2005)

Complexité

14/123



Introduction

Probleme de décision

Probleme de décision

Un probleme de décision sur un alphabet ¥ est un ensemble de mots sur
Y, ou alternativement, une fonction f : ¥* — {0,1}

Probleme de recherche

Un probleme de recherche sur un alphabet ¥ est une fonction f : ¥* — ¥*

v

Exemple : soit G un graphe :

@ Probleme de décision : G est-il k-colorable? (colorable avec k
couleurs sans que deux voisins aient la méme couleur)

@ Probleme de recherche / calcul : trouver une k-coloration de G.

@ Probleme d'optimisation : trouver une coloration pour le plus petit k
tel que G est k-colorable. /)4’
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Introduction

Probleme de recherche — probleme de décision

On peut souvent transformer un probléme de recherche en probléme de
décision de difficulté équivalente (mais pas toujours. . .)
@ < Trouver le plus petit diviseur de N > — < Soit N et k, existe-t-il
un diviseur de N qui soit inférieur k7 >
Effectuer une recherche dichotomique < N /27 si oui, < N/47 Si oui,
< N/8, si non < 3N/8 etc = facteur O(log N)

e < Calculer f(x,y) » — < le i-ieme bit de f(x,y) est-il 17 >
nombre de bits a calculer indépendant des entrées = facteurO(1)
nombre de bits a calculer O(g) des entrées = facteur O(g)

W
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DTIME

DTIME

La classe DTIME(f(n)) est la classe des problemes de décision décidés en
O(f(n)) pas : un langage L appartient a la classe de complexité
DTiME(f(n)) £ IM une machine de Turing :

@ Vx € L: M accepte x.
o Vx ¢ L: M rejette x.
@ Vx : M prend O(f(|x|)) pas pour terminer.

(machine de Turing basique : déterministe, mono-ruban, mono-téte)

W
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Temps déterministe Temps déterministe

Fonction constructible en temps

Constructible en temps

Une fonction f : N — N est constructible en temps si f(n) > n et s'il
existe une machine de Turing qui calcule f(n) en O(f(n)) pas.

@ La restriction f(n) > n est pour pouvoir lire I'entrée n. On pourrait
aussi dire “en O(n+ f(n)) pas”.

@ Toutes les fonctions usuelles pour la complexité (+, X, exp...) sont
constructibles en temps.

@ Dans la suite, on ne considére que des fonctions constructibles en
temps.

Concept pas vraiment intéressant mais il se passe des choses bizarres si
I'on considére des classes de complexité de fonctions non constructibles en

temps : elles apportent du temps gratuit. /)‘?’
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Propriétés de DTIME

fermeture

Pour f constructible en temps, DTIME(f) est fermé par union,
intersection et complémentaire :
Pour L3, Ly problemes de décision dans DTIME(f),

e Ly ULy € DTIME(f)
e LN Ly, € DTIME(f)
e L; € DTIME(f)

@ U : exécuter My qui reconnait Ly, si échec exécuter M, qui reconnait
Ly. Temps pire = somme des temps + constante pour le “si".

N : exécuter My qui reconnaflt Ly, si ok exécuter M> qui reconnait L.
Temps pire = somme des temps + constante pour le “si".

@ Ly : inverser la décision. /)4,
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Temps déterministe Temps déterministe

Hiérarchie temporelle

Ordre partiel
Pour f, g constructibles en temps, f = O(g) = DTIME(f) C DTIME(g) J

Ordre strict
Pour f, g constructibles en temps, f = o(g) = DTIME(f) & DTIME(g) J

Bizarrement, preuve pas triviale par diagonalisation, similaire a
I'indécidabilité de I'arrét.

—WF
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La dlasse P
La classe P (ou PTIME)

Classe de complexité P ou PTIME

P = PTIME = classe des problemes décidables en temps polynomial :

P = |J DTmE(n¢)
ceN

Pourquoi polynomial pour les calculs efficaces ?

@ Classe fermée par addition, multiplication et composition : résoudre
un probleme par agrégation d'autres problemes conserve |'efficacité.

@ Les polyndmes ne croissent pas trop vite. La force brute est
exponentielle et n'est pas dans P.

@ Le modele de calcul est sans importance : tous équivalents a un
polynéme prés (a suivre).

@ La représentation des données est sans importance (a suivre).

@ Loi des petits nombres : en pratique, on rencontre plutot des
problemes en O(n?) ou O(n3) qu'en O(n1%).

L
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Temps déterministe La classe P

Exemples de problemes dans P

Vérification de multiplication de matrices

@ Test de primalité (2002)
(naif en O(2'°8"), algorithme probabiliste polynomial 1976)

@ Existence d'un chemin entre deux nceuds d'un graphe

@ Test de planarité d'un graphe

Graphe eulérien : existence d'un cycle passant par chaque arc
exactement une fois

Programmation linéaire (1984)
Factorisation de polynéme dans Q (1982)
Un Rubik’s cube arbitrairement coloré est-il soluble ? (2015)

Evaluation d'un circuit logique a partir des entrées

W

Complexité 23 /123



Limites de P

Ne distingue pas n°° de n.
Les constantes sont ignorées : ne distingue pas 1000n% + 100000 et n?.

Considere le pire cas. Le cas moyen serait-il plus utile ?

Ne considére que des solutions exactes. Qu'en est-il des solutions
approximatives ?

@ Précision des calculs : tous les modeles de calcul Church-Turing
équivalents sont discrets. Qu’en est-il d'un modele de calcul dans R et
non pas dans les flottants informatiques ? (non réalisable)

@ Les MT sont déterministes. Qu’en est-il si on a accés a de |'aléatoire?
(classe BPP)

Qu'en est-il d'un ordinateur quantique ? (classe BQP)

W
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Temps déterministe La classe P

Le codage des données est (presque) sans importance

Passer d'une représentation des données a une autre est polynomial (sauf
codage catastrophique : base 1) = un algorithme efficace pour une
représentation reste efficace pour une autre (commencer par convertir les

données).

Exemple : représentation d'un graphe de n nceuds :
e Matrice d’'adjacence : matrice de n? cases
o Listes d'adjacence : n listes d'au plus n noceuds

e Ensemble d’arétes : ensemble d'au plus n® couples

W
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Temps déterministe La classe P

Théoreme d'accélération : plusieurs transitions en une

Accélération linéaire

Pour toute constante € > 0, si un langage L est reconnu par une machine
M en O(t(n)), alors il existe une machine M’ reconnaissant L en
O((1 + €)n + et(n)).

Principe : agrandir I'alphabet pour faire plusieurs transitions de M en une
seule dans M.
Soit X I'alphabet de M et ¢ = [6/¢] le facteur d'accélération. On
construit M’ sur ¥ U X : une case de M’ contient ¢ symboles et une
transition de M’ effectue ¢ transitions de M.
M’ a besoin de déterminer au plus ¢ cases de M A partir de sa case
courante, donc a besoin de lire la case courante et ses voisines a droite et
a gauche, puis simuler ¢ transitions de M en une, et écrire le résultat —
6 transitions de M.
Temps = conversion de = vers X =n+ [2] = O((1 +€)n

i + exécution de M’ = [9] - t(n)i%get(n))(( o —WF

Cc
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Temps déterministe La classe P

Réduction de I'alphabet

Réduction de I'alphabet
Soit une machine de Turing M sur un alphabet ¥, alors il existe une
machine de Turing M’ définie sur I'alphabet X' = {0,1} telle que (avec
¢ : X* — ¥'* une bijection de codage) :
o M(x) = Y (M'(v(x)))
@ Si M s'arréte sur I'entrée x en t pas de calcul,
alors M’ s'arréte sur I'entrée ¢(x) en moins de (6 - t - log |X|) pas;
@ Si M s'arréte sur |'entrée x en utilisant un espace s,
alors M’ s’arréte sur I'entrée ¢(x) en espace < (2 - s - log |X|).

(méme idée que pour I'accélération)

W
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Temps déterministe La classe P

Réduction du nombre de rubans

Réduction de k rubans a un seul

Une machine de Turing a k rubans fonctionnant en temps t peut étre
simulée par une machine de Turing a un ruban et fonctionnant en
temps O(t?).

Etape 1 : un seul ruban, k tétes : alterner les symboles de chaque ruban

1 [ 1t [ o [ 1 J o J o 1
T
1 [ o [ o J o J o T 1t T o
T
o [ o [ 1+ [ o 1t T 1 ] 1
T l ruban 2
ruban 1 ruban 3

T
*

1‘1‘0 1‘o‘oio|o‘1I1|o‘oio|o‘1i6
* | *

Til‘o

téte téte 1 téte 2

Etape 2 : une seule téte, faire des aller-retours pour récupérer les k
symboles et simuler la transition.
L'utilisation du parallélisme ne change pas la classe de complexité. /)4’

(dessin de Sylvain Perifel)
Complexité 28/123



Temps déterministe La classe P

Le modele de calcul est sans importance

Le modele de calcul (de la famille Church-Turing) est sans importance. )

Un probleme de la classe P possede un algorithme efficace (polynomial)
dans n'importe quel modéle ou langage : un algorithme efficace en CAML
est un algorithme efficace en JAVA, ou un algorithme efficace en C.

—WF
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Temps déterministe La classe P

Machines non déterministes

On sait qu'une machine non déterministe M peut étre convertie en une
machine déterministe en explorant en largeur I'arbre du calcul non
déterministe. cf cours calculabilité

Déterminisation

Si une machine non déterministe a besoin d'au plus t(n) transitions pour
décider une entrée n, alors la machine déterminisée a besoin de O(2t(")
transitions.

La déterminisation change la classe de complexité : polynomial —
exponentiel

A venir, classe NP

W
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Temps déterministe La classe P

Réduction de problemes

Réduction A < B

(Rappel) Soit A et B deux problemes de décision. Une réduction de A vers
B est une fonction calculable f telle que x € A < f(x) € B.

(B suffit a résoudre A; on dit que A se réduit a B).
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Temps déterministe La classe P

Réduction de problemes

Probleme de | Réduction | Probleme de Résolution | Réponse
décision de A f "I décision de B de B “| pour A

Réduction et complexité
@ SiA<BetBecP,alorsAcP
@ SiIA<Bet AgZP, alors B¢P

(sous réserve que la réduction f soit polynomiale)

W
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Temps déterministe Temps exponentiel

Temps exponentiel

Classes exponentielles
ETIME £ |J DTiMe(2%") EXPTIME 2 |J DTiMe(2™)
kEN kEN
Inclusion
P ¢ ETIME ¢ EXPTIME

(d’apres la hiérarchie temporelle T21)
Exemple d'EXPTIME :
@ Soit une machine de Turing M, M(e) s'arréte-t-elle en < k étapes?
La seule maniere est d'exécuter M pendant k transitions. L’entrée k,
codée en base 2, prend [log, k] bits, I'algorithme prend O(2'°¢¥) pas.
e Echecs, Go (généralisés) : une partie peut nécessiter un nombre de
pas exponentiel de la taille du damier.
@ Vérification d'une formule LTL : exponentiel en le nombre /)4,

d’'opérateurs temporels.
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Et il y a pire...

Arithmétique de Presburger

L'arithmétique de Presburger est I'arithmétique a plusieurs variables avec
quantification, addition, et multiplication par des constantes :

Vx,dy,x =2xyVx=2x%xy+ 1.

Sa complexité est DTIME(2(2")) (o1 n est la taille de la formule)

Systeme a addition de vecteurs |

Un systéeme a addition de vecteurs (Vector Addition System) est défini par
un ensemble de vecteurs dans Z" et un vecteur initial dans N”. Le vecteur
initial peut étre transformé par I'addition d’'un des vecteurs disponibles,
composante par composante, a condition de rester dans N”.

L’ atteignabilité d'un vecteur donné est I'existence d'une suite finie de
transformations qui y conduit depuis le vecteur initial.

L'atteignabilité est décidable (1981) et Ackerman-complete (2022).

(de méme pour |'atteignabilité dans les réseaux de Petri)
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Bilan

Définition de classes de complexité pour des problemes de décision
déterministes

Classe P = les problemes faciles, a résolution en temps polynomial

Non importance du modéle de calcul

Il existe des problemes intéressants bien plus durs que P

W
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NP et NP-complétude
Plan

© NP et NP-complétude
o NP
@ NP-complétude

W
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NP et NP-complétude NP

Probléeme de vérification

5o |Résolution gy Vérification
> «'} _—

de décision ' ‘

Que demander d'une procédure de vérification ?

@ Ne jamais accepter une mauvaise solution
@ Toujours accepter une solution correcte fournie avec un certificat

o Etre efficace, c’est-a-dire polynomiale

Vérificateur
Un vérificateur pour un probleme A est une machine M tel que
A = {w | M accepte (w, u) pour un certain mot u}

u est le certificat qui permet la preuve que w est dans A.
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NP
Classe NP (ou NPTIME)

Définition de NP (ou NPTIME)
Un langage L C {0, 1}* appartient a la classe de complexité NP =
dM une machine de Turing polynomiale, Ip un polynome :

o Vx € L,3y € {0,1}P1xD) : M accepte (x, y).

o Vx ¢ L, Vy € {0,1}* : M rejette (x,y).

Un y pour lequel M accepte est un certificat ou un témoin.
Observer que le certificat est de longueur polynomiale, car la machine ne
peut lire en temps polynomial qu'un nombre polynomial de symboles.

(NP ne signifie pas Non-Polynomial mais Non-déterministe Polynomial)

W
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N
Exemples de problemes NP

@ Satisfiabilité d'une formule propositionnelle
certificat : valuation des symboles

@ k-colorabilité d’un graphe
certificat : I'affectation des couleurs

@ Probléme du sac a dos
certificat : les objets retenus

e Factorisation : x a-t-il un diviseur premier dans l'intervalle [a, b] ?
certificat : le diviseur

@ Programmation linéaire
certificat : valuation des variables

e Existence d'un cycle hamiltonien (qui passe exactement une fois par
tous les nceuds)

certificat : un tel cycle /)4’
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NP et NP-complétude NP

Temps non déterministe NTIME

NTIME
La classe NTIME(f(n)) est la classe des problemes de décision décidés en
O(f(n)) pas par une machine de Turing non déterministe : un langage L
appartient 3 la classe de complexité NT1ME(f(n)) = IM une machine de
Turing non déterministe :

@ Vx € L: M accepte x.

o Vx ¢ L: M rejette x.

@ Vx : M prend O(f(|x|)) pas pour terminer

(toute branche de son arbre de calcul est majorée en cas de rejet)

W
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NP et NP-complétude NP

Définition alternative de NP

NP : Non déterministe, polynomial
NP est la classe des problemes décidables en temps polynomial par une

machine non déterministe :
NP = |J NTME(n)
ceN

Equivalence des définitions :
@ M MT avec certificat — M’ MT non déterministe : a chaque point
ol M consulte le certificat pour déterminer sa transition, M’ devine la
transition a faire (= faire le bon choix non déterministe).

@ M MT non déterministe — M’ avec certificat : pour une exécution de
M qui termine en acceptant, un certificat pour M’ est la trace des
choix effectués (vu que M a pris un temps polynomial de son entrée,
le nombre de choix est aussi polynomial). /)4‘
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NP et NP-complétude NP

Classe exponentielle

Définition a base de vérificateur
Un langage L C {0, 1}* appartient a la classe de complexité NEXPTIME
£ JIM une machine de Turing en temps exponentiel, 3p une formule
exponentielle (forme 2™ ol n est la taille de I'entrée) :

o Vx € L,y € {0,1}P(X) : M accepte (x, y).

o Vx ¢ L Vy € {0,1}* : M rejette (x,y).

Définition a base de machine non déterministe

NEXPTIME £ |J NTmME(2"™)
keN

W
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NP et NP-complétude NP

Fermeture

fermeture

Pour f constructible en temps, NTIME(f) est fermé par union et
intersection :

Pour Ly, Ly probléemes de décision dans NTIME(f),
e L1 ULy € NTIME(f)
e LN Ly e NTIME(f)

o NTIME(f) n'est pas fermé par complémentaire (pense-t-on)

W
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NP et NP-complétude NP

Hiérarchie

Ordre strict

Pour f, g constructibles en temps et croissantes,
f(n+1) = o(g(n)) = NTiME(f(n)) & NTimE(g(n))

Hiérarchie
o P C NP C EXPTIME C NEXPTIME
o P C EXPTIME NP ¢ NEXPTIME
o PLNP
o NP £ EXPTIME
o EXPTIME £ NEXPTIME

(on pense que toutes les inclusions sont strictes)

W
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L NP et NPomekiude B
?
P<NP

Un probléeme dont on peut vérifier efficacement la solution est-il soluble
par un algorithme efficace ?

Un probléeme possédant un espace exponentiel de solutions potentielles
vérifiables en temps polynomial a-t-il un algorithme polynomial qui permet
de trouver une solution ?

@ Prix de 1 million de US$ du Clay Mathematics Institute (Millennium
Prize Problems)
@ La majorité des chercheurs pensent que P £ NP :

o Intuitivement, vérifier semble plus facile que calculer (cf T8).

e Depuis 70 ans, on cherche des algorithmes polynomiaux pour des
centaines de problemes NP-complets, sans succes.
(Les probléemes NP-complets sont les problemes les plus durs de la

classe NP, a suivre) /)'?
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L NP et NPomekiude B
EtsiP =NP?

@ Programmes efficaces pour prouver tout théoréme (une preuve est un
certificat de taille polynomiale du théoréme).

@ Optimalité des solutions pour tous les problemes sur les graphes.

@ Inutilité de I'aléatoire : les algorithmes probabilistes ne seraient pas
mieux que les algorithmes déterministes.

o |l ne serait pas plus dur de calculer f et f~* (pour f dans P).

e Tout chiffrage (cryptage) serait efficacement déchiffrable = plus de
sécurité (privacy).

(coté pratique, si P = NP mais que le facteur pour passer de vérification a
résolution est nP€AUCOUP 3 ne changerait pas grand chose; coté
théorique, cela serait un bouleversement)

—WF
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NP et NP-complétude NP-complétude

Réduction polynomiale de problemes

Réduction polynomiale A <, B
Rappel : soit A et B deux problemes de décision. Une réduction

polynomiale de A vers B est une fonction f calculable en temps
polynomial telle que x € A< f(x) € B.

(B suffit a résoudre A, A se réduit a B)

Probleme de Réduction | Probleme de Résolution | Réponse
décision de A | polynomiale f | décision de B de B | pour A

La seule différence avec la réduction générale est la contrainte que f est
calculable en temps polynomial.

W
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NP-complétude

Probleme NP-difficile (ou NP-dur)

Un probleme de décision L est NP-difficile £ VL' € NP : L’ <plL
(L' est réductible en temps polynomial a L).

(intuition : L suffit a résoudre tout probleme dans NP, il est au moins
aussi difficile que ceux-ci)

Probleme NP-complet
L est NP-complet £ L est NP-difficile et L € NP.

(intuition : L est I'un des problemes les plus difficiles de NP)

W
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NP-complétude

undécidable

NP-difficile

NP

(sous I'hypothese P # NP et NP # EXPTIME)

Complexité
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NP et NP-complétude NP-complétude

Intérét des problemes complets

Les problemes complets capturent la classe tout entiére :

@ Si l'on prouve qu'un probléme complet pour une classe A appartient a
la classe B, on obtient A C B.
Si I'on trouve un probleme NP-complet qui est dans P, alors P = NP.

@ Sil'on prouve qu'un probléeme complet pour A n’appartient pas a la
classe C, on obtient ANC = .

Etudier une classe de complexité revient a étudier ses problemes complets :

@ Si on étudie une classe intéressante (comme P ou NP), on va
chercher ses problemes complets.

@ Si on étudie un probléme intéressant, on va regarder s'il existe une
classe de complexité naturelle pour laquelle il est complet.

W
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NP et NP-complétude NP-complétude

Remarques sur la X-complétude

@ Un probléme est X-complet si tous les problemes de X se réduisent a
lui. Pour X quelconque, rien ne dit qu'il existe des problemes
X-complets.

(c’est bon pour NP et les classes usuelles)

@ Tous les problemes X-complets sont équivalents (tous réductibles

entre eux).

o |l existe des problemes hors de NP qui ne sont pour autant pas
NP-difficiles.

—WF
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LR T
Un probleme artificiel NP-complet

Acceptation en temps max

Le probleme A = {((N), x,1%) | N(x) accepte en temps < t}, oli N est
une machine de Turing non déterministe, x un mot d’entrée et t un entier
(donné en base 1), est NP-complet.

© A < NP : simuler la machine N(x) par une machine de Turing
universelle. Le certificat est un chemin de calcul qui conduit a
I'acceptation de N(x) en moins de t pas.

@ A est NP-difficile : soit un probléeme B dans NP. B(n) est reconnu
par une MT non déterministe M en temps p(n). La fonction
f:ow— (M), w, lp(W)> est calculable en temps polynomial et vérifie
w € B & f(w) € A Donc B <, A

(probleme artificiel : jeu sur les définitions)

W
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DR e s
Le probleme SAT

Définition

SAT (ou satisfiabilité booléenne) est le langage formé par toutes les
formules propositionnelles satisfiables, c'est-a-dire qui ont une valuation
des variables telle que la formule est évaluée a vrai.

Pour simplifier et parce qu'il existe une transformation polynomiale, les
formules considérées sont en forme normal conjonctive (CNF) :

G NANGA...ACy, ou chaque C; est de la forme

Xi; \/...VX,'q\/—\X,'r\/...\/—'X,'S.

Exemple :
(_\Xl vV X2) A (_‘X2 V X3) AN (_\X3) A (X1 vV X3 vV X4) A (_|X4 vV X1) ¢ SAT
(—\Xl V X2) A\ (_‘XZ \Y X3) N (Xl V x3V X4) A\ (—‘X4 \Y Xl) € SAT

Théoreme de Cook-Levin
SAT est NP-complet.
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Preuve : SAT est NP-complet

© SAT € NP : compte tenu d'une “bonne” valuation des variables (le
certificat), on vérifie la formule en temps polynomial de sa taille.

@ SAT est NP-difficile : soit un langage L € NP, donc il existe une MT
non déterministe M(x) qui décide x € L. On construit (en temps
polynomial de |x|) une formule CNF qui représente les calculs
acceptants possibles de M(x) (la formule est donc de taille
polynomiale de |x|). Cette formule est satisfiable ssi M accepte x.

W
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NP-complétude
Preuve : SAT est NP-difficile (suite)

M nécessite au plus T = |x|¢ pas — T + 1 configurations de taille T +1 :
@ c;; est la valeur inscrite dans la i-eme case a |'étape t.
@ p:j vaut 1 si la téte de lecture est sur la case j a |'étape t, 0 sinon.
@ 54 vaut 1 si M est dans I'état k a I'étape t, et O sinon.
Formules :
@ Un seul état a la fois : Vt,Vk # k' : sp 0 = —sp 0
@ Une seule position de la téte a la fois : Vt,Vj # ' : prj = —pejr
@ La seule case qui peut changer est celle ou se trouve la téte :
vt >0,V : prj = (Ct+1J = Ct,j)-
e Etat initial : 50,0 A\ po,o A Vk < |x| 1 cok = Xk
e Transition (état k, lecture b dans case j) — (état k', écriture b/,
mouvement j') :
Stk A PejA(cej=b) = sei1k Apei1jy A(cerry =b).

@ Le calcul accepte en temps polynomial 1 \/ (St Haie A Ct0) /)4’
0<t<T
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Conséquences de la NP-complétude de SAT

@ Si on réduit polynomialement SAT a un probleme A, alors A est
NP-difficile : A est au moins aussi difficile que SAT.
— en supposant P # NP, il n'existe pas d'algorithme polynomial

pour A.

@ Si un probléeme A se réduit polynomialement a SAT, alors A est dans
NP.
— on peut résoudre A en utilisant la réduction a SAT + un solveur
SAT.

Si A est un probleme complexe, cela peut étre plus facile et peut-étre
plus efficace que de chercher un algorithme direct.

W
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NP-complétude
Solveur SAT

SAT est NP-complet — tout algorithme résolvant SAT est exponentiel
dans le pire cas (sauf si P = NP).

Pour autant, il existe des solveurs SAT extrémement performants la
majorité du temps :

@ 1000 variables / 10 000 clauses en < 2 ms
@ 100 000 variables / 200 000 clauses en quelques minutes

Mais pas de magie : il y aura toujours des formules de quelques dizaines ou
centaines de variables qui nécessiteraient plusieurs milliards d'années.

W
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DR e s
3-SAT est NP-complet

3-SAT (ou les clauses ont au plus trois variables) est NP-complet. J

Preuve : SAT <, 3-SAT.

Réduction de SAT vers 3-SAT :

Transformer chaque clause C = x1 V ... V X, qui contient n > 3 valeurs en
la conjonction de deux clauses ou z est une nouvelle variable :
G=x1V..VXp_2Vzet

G =2V xp_1V Xp.

Répéter jusqu'a n'avoir plus que des clauses de taille 3.

La réduction est polynomiale.

(trivialement 3-SAT <, SAT)

W
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NP et NP-complétude NP-complétude

Autres problemes NP-complets : coloration de graphes

3-colorabilité de carte

Un graphe planaire est-il colorable avec trois couleurs?
(colorable sans que deux régions adjacentes soient de la méme couleur)

(théoreme des 4 couleurs : tout graphe planaire est colorable avec 4 couleurs, prouvé en
1976 par ordinateur — énumération des cas —, pas de preuve connue sans ordinateur)

La 3-colorabilité est NP-complet, la 2-colorabilité est dans P. )

Coloration de graphe

Un graphe arbitraire est-il colorable avec k couleurs?

(colorable sans que deux nceuds adjacents soient de la méme couleur)

La coloration a k couleurs est NP-complet pour k > 2. )
|
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NP-complétude
3-colorabilité <, SAT

Soit un graphe G = (V, E), construisons une formule ¢¢ telle que
G est 3-colorable < ¢ est satisfiable :
@ Trois couleurs 1,2, 3
@ Variables v; pour v e Vet i€ {1,2 3}
(v; est vraie si le sommet v est de couleur /)

@ Chaque sommet est coloré par une et une seule couleur :

A (G4 v v v is) A (v )
vev i#

@ Deux sommets voisins n'ont pas la méme couleur :

A (muiVv—v)

(u,v)€E ie{1,2,3}
@ ¢ est la conjonction de ces deux formules.

W
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NP-complétude
3-SAT <, 3-colorabilité

Soit une formule ¢ = (L V bV ) A ... ou h est v; ou —v;. Construisons
un graphe dont la 3-coloration indique la satisfiabilité de ¢ :

@ Trois couleurs V (vrai), F (faux), N (neutre)

@ Trois noeuds V, F, N colorés V,F,N et reliés entre eux : (\W

@ Pour chaque variable v;, sommets v; et —v;, reliés entre eux et a N :

W)

@ Graphe 3-colorable < ¢ est 3-SAT satisfiable. /’4’
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NP et NP-complétude NP-complétude

Autres problemes NP-complets : graphes

Cycle hamiltonien

L’existence d'un cycle hamiltonien (qui passe exactement une fois par tous
les nceuds) est NP-complet.

(I'existence d'un cycle eulérien, passant exactement une fois par chaque
arc, est P : vérifier que tous les sommets sont de degré pair)

Clique

Dans un graphe non orienté, une clique est un ensemble de sommets tous
reliés deux a deux (le sous-graphe est complet).

Etant donné un graphe non orienté et un entier k, existe-t-il une clique de
taille k?

Le probleme Clique est NP-complet (2006).
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NP et NP-complétude NP-complétude

Equation diophantienne

Equation diophantienne

Equation polynomiale a une ou plusieurs inconnues, a coefficients entiers,
et dont les solutions sont cherchées parmi les nombres entiers.

(dixieme probléme de Hilbert, 1900, prouvé indécidable en 1970)

2DIO : Equation diophantienne quadratique 3 deux inconnues

Quelles équations Ax? + By + C = 0 sont solubles par entiers positifs ?
Y

(1975)
2DIO est NP-complet.

o

W
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NP et NP-complétude NP-complétude

Autres problemes NP-complets
Voyageur de commerce |

Etant donné des villes, les distances les séparant et une limite, existe-t-il
un cycle qui passe par toutes les villes sans dépasser la limite de distance ? |

Somme |

Etant donné des objets avec valeur, existe-t-il un sous-ensemble d'objets
qui atteint une valeur donnée ?

Soit des entiers vy, ..., v, > 0 et un entier s; existe-t-il xq,...,xx € {0,1}
tel que fozlx;v,- =57

Sac a dos |

Etant donné des objets avec valeur et poids, une limite de poids, trouver
un sous-ensemble d’objets qui maximise la valeur sans dépasser le colit ?

Soit des couples d’entiers positifs (vi, p1), ..., (vk, px) et un entier C,
trouver x1, ..., xx € {0,1} qui maximise £X_;x;v; en respectant |
Zf'(:lxipi <C. [
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NPI : des problemes NP mais pas NP-complets

(car non NP-difficiles)

NPI ou NP-intermédiaires = problemes NP qui ne sont ni P, ni
NP-complets.
P#£NP < NPI £

Les suivants sont suspectés d'étre NPI :

e Factorisation : x a-t-il un diviseur premier dans l'intervalle [a, b] ?

o Logarithme discret log, a = trouver entier k tel que bX = a
@ Isomorphisme de graphes.
°

Somme disjointe : étant donné n entiers de somme totale < 2" — 1,
trouver deux sous-ensembles disjoints de méme somme.

De maniere intrigante, on connait des milliers de problemes P ou
NP-complets, mais peu de problemes NP-intermédiaires. /)4’
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NP et NP-complétude NP-complétude

Des problemes NP-difficiles mais pas NP-complets
(car non NP)

Probleme de I'arrét

Le probleme de I'arrét d'une machine de Turing est NP-difficile mais pas
NP-complet.

o NP-difficile : SAT peut étre réduit au probleme de I'arrét.
Considérer une machine de Turing qui énumeére toutes les valuations
des variables. Elle s'arréte si elle en trouve une qui rend la formule
vraie, et boucle sinon.

Décider de I'arrét = la formule est satisfiable.

@ Pas NP-complet : le probléme de I'arrét est indécidable (donc hors de
NP et de toutes les classes de complexité)

(il existe aussi des problemes NP-difficiles et non NP-complets, mais
décidables, p.e. QBF a venir transparent 89) /).?
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NP et NP-complétude NP-complétude

Réflexions sur la NP-complétude

De nombreuses disciplines (biologie, chimie, économie, neuroscience,
électronique. . .) décrivent le comportement des systemes par des régles
simples et locales, analogues a des algorithmes.
Ces modeles sont souvent indécidables ou au mieux NP-complets
(exemple : calcul de la configuration d'énergie minimale d'une protéine —
protein folding) — leur résolution (quand elle est faisable) prend un temps
exponentiel. Or la nature est efficace : un processus a lieu en temps borné
et son observation nécessite un temps borné.

@ Est-ce car le modele NP-complet n'est qu’une approximation d'un

modele plus simple (polynomial) inconnu ?
@ Est-cecar P =NP?
@ Est-ce car les instances difficiles n’existent pas dans la nature?

(Wigderson 2%
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NP et NP-complétude NP-complétude

Bilan sur la complexité en temps

Définition de classes de complexité

Distinction résolution d'un probléme / vérification d'une solution
Notion de réduction : passer d'un probleme a un autre

Classe P : les problemes a résolution polynomiale

Classe NP : les problemes a vérification polynomiale

Problemes NP-complets : les problemes NP les plus difficiles
Tous les problemes NP-complets sont réductibles entre eux.

o PLNP

W
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Troisieme partie

Complexité en espace

—WF
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Introduction

Plan

@ Introduction

© Complexité en espace
@ DSPACE
© NSPACE

@ Classes de complexité spatiale
e 1SPACE
e LSPACE, NLSPACE
e PSPACE, EXPSPACE
@ Bilan

Complexité
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Objectifs

@ L'espace (la mémoire) est une ressource précieuse, autant que le
temps (systémes embarqués par exemple).

@ Méme si un algorithme est rapide, il faut que sa consommation en
espace n'explose pas (mais espace < temps : on ne peut pas
manipuler plus de cases que de transitions effectuées).

o L’espace se comporte fondamentalement différemment du temps : il
est réutilisable.

@ Il n'y a pas de sous-classes intéressantes de P définies pour le temps,
mais il y en a pour I'espace (espace constant, espace logarithmique).

W
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Introduction

Quelle mesure?

Que mesure-t-on ?

On mesure uniquement |'espace utilisé par le calcul.
On ne compte pas la taille de I'entrée ni de la sortie, ni la taille de
I'algorithme (constant).

Attention au risque de donner de |'espace " gratuit”, par exemple en
réutilisant |'espace pour |'entrée ou celui pour la sortie :

@ L'espace d'entrée doit étre uniquement en lecture

o L’'espace de sortie doit étre uniquement en écriture

W
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Modele standard

Machine de Turing a trois bandes

Les définitions et résultats sont indépendants du modele, mais il est plus
aisé d'utiliser une machine de Turing a trois bandes :

@ Une bande d’entrée en lecture seule.

@ Une bande de travail classique, en lecture et écriture.

@ Une bande de sortie en écriture seule.

Entrée ’ 1|0@1| 1|0|‘ Lecture seule
Travail ’ 0 0 | 1 | 1 | 0 | ‘ Lecture/écriture
Sortie ’ 0 | 1 | 1 @ 0 | 0 | ‘ Ecriture seule
/@
Complexité
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Introduction

Réduction linéaire de |'espace

Réduction linéaire de I'espace

Pour toute constante € > 0, si un langage L est reconnu par une machine
M en espace s(n), alors il existe une machine M’ reconnaissant L en
e-s(n).

Principe : similaire a I'accélération temporelle : agrandir |'alphabet de la
bande de travail pour avoir besoin de moins de cases. Par exemple en
passant de {0,1} a {00,01, 10,11}, on divise par deux le nombre de cases.
(c’est pour cela qu'on va plutdt compter le nombre de bits, et/ou utiliser
uniquement |'alphabet {0, 1})

W
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DSpace
DSPACE

DSPACE

La classe DSPACE(s(n)) est la classe des problemes de décision décidés en
espace O(s(n)) : un langage L appartient a la classe de complexité
DSPACE(s(n)) £ 3M une machine de Turing déterministe (3 trois
bandes) :

@ Vx € L: M accepte x.
o Vx ¢ L: M rejette x.
@ Vx : M écrit O(s(|x|)) cases

v

(Comme pour le temps, il faut que s soit constructible en espace : le calcul
de s(n) nécessite un espace O(s(n)), sinon s apporterait un espace gratuit)

(Contrairement au temps, on pourrait affaiblir le cas x ¢ L en
“M rejette x ou M boucle” mais il devient alors délicat de comparer les
classes de complexité temporelles et spatiales)
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o522
Propriétés de DSPACE

fermeture

Pour s constructible en espace, DSPACE(s(n)) est fermé par union,

intersection et complémentaire : pour L, Ly problemes de décision dans
DSpACE(s(n)),

e L3 ULy € DSPACE(s(n))
e L1 N Ly € DSPACE(s(n))
e L; € DSPacE(s(n))

Preuve comme pour DTIME : on utilise le max des espaces utilisés par
chaque probléme (en le réutilisant) :

@ U : exécuter My qui reconnait Li, si échec exécuter M, qui reconnait
L.

@ N : exécuter My qui reconnait Ly, si ok exécuter M, qui reconnait L.

e L; : inverser la décision.
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Complexité en espace DSpace

Hiérarchie spatiale

Ordre partiel

Pour f, g constructibles en espace,
f = O(g) = DSPACE(f) C DSPACE(g)

Ordre strict

Pour f, g constructibles en espace,
f = o(g) = DSPACE(f) & DSPACE(g)

Démonstrations analogues au cas temporel.

—WF
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NSpace
NSPACE

NSPACE

La classe NSPACE(s(n)) est la classe des problemes de décision vérifiés en
O(s(n)) espace : un langage L appartient a la classe de complexité

NSPacE(s(n)) £ IM une machine de Turing non déterministe (3 trois
bandes) :

@ Vx € L: M accepte x.
o Vx & L: M rejette x.
@ Vx : M écrit O(s(|x])) cases

W
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Complexité en espace NSpace

Graphe de configuration

Définition
Soit une machine de Turing M avec une entrée x,
@ Une configuration est son état, le contenu de la bande de travail et
les positions des tétes d'entrée et de travail.

@ Le graphe de configuration est le graphe constitué des configurations
avec des arétes orientées reliant une configuration a une suivante
selon la fonction de transition, et partant des configurations initiales.

Inutile de s'occuper de la bande de sortie, en écriture seule, et qui dans un
probleme de décision se réduit a un bit écrit a la derniére transition.
(si M est déterministe, le graphe est linéaire)

W

Complexité 79/123



Complexité en espace NSpace

Propriétés du graphe de configuration

Nombre de nceuds

Pour s(n) tel que s(n) > log n, le graphe de configuration d'une machine
dans NSpPacE(s(n)) a 206(") nceuds.

@ Le nombre de configurations est < Q- B- T, ol Q est le nombre
d’'états, B est le nombre de contenus possibles et T est le nombre de
positions possibles des tétes.

@ Comme M est en espace O(s(n)), Jc telle que le nombre de cases
utilisées est < ¢ - s(n) et le nombre de contenus possibles du ruban de
travail est < 2¢5(n),

o La téte de travail est sur I'une des ¢ - s(n) cases, son codage prend
log(c - s(n)) bits.

@ La téte d'entrée est sur une des n cases, son codage prend log n bits.

e Le produit total donne |Q| - log(c - s(n)) - log n - 2<5(") Comme

log(c - s(n)) - log n = 0(25("), cqfd. —WF
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Complexité en espace NSpace

Lien temps espace

Pour f constructible en temps et espace,
DTME(f(n)) € DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n)) € DTmME(20(F(M))

e DTiME(f(n)) € DSPACE(f(n)) : Une machine ne peut écrire qu'une
case par transition. En f(n) transitions, elle ne peut utiliser qu'au plus
f(n) cases.

e DSpACE(f(n)) C NSPACE(f(n)) : une MT déterministe est un cas
particulier de MT non déterministe.

o NSpack(f(n)) € DTmME(29(f(M)) : Sj une MT s'arréte, elle ne peut
pas passer deux fois par la méme configuration. Il y a 20(f(n)
configurations, donc la machine s'arréte en moins de 20(f(")
transitions.

W
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NSpace
Théoréme de Savitch

Théoréme de Savitch

Soit une fonction s telle que s(n) > log n pour n assez grand. Une
machine non déterministe qui fonctionne en espace O(s(n)) est
équivalente 3 une machine de Turing déterministe en espace O(s(n)?) :

NSpacE(s(n)) € DSpACE(s(n)?)

Conséquence : pour |'espace, le non-déterminisme n'est significatif que
pour des classes de complexité < O(polyndme(n)).

Rappel (cf transparent 30) : une MT non déterministe en temps O(t(n))
est équivalente 3 une MT déterministe en temps O(2t(").

—WF
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Complexité en espace NSpace

Preuve du théoreme de Savitch

Soit une machine M dans NSPACE(s(n)), on simule M(x) par I'algorithme
Access(C, C', t) qui renvoie vrai si M peut passer de C a C' en < t
transitions :

Access(C,C',t) =
if t < 1 then return C = ('
else

for all C” de taille < s(|x|) do

if Access(C, C”,[t/2]) and Access(C”,C’,|t/2]) return true;
end for

return false

M accepte x en espace s(n) donc en temps 29(s(")
Jc : Access(Co, Cr, 2¢5(M).
Espace utilisé = taille pile x espace d'un appel.
Pile des appels récursifs = ¢ - s(n) (dichotomie)
Espace d'un appel = (C,C’,C",t) =3-s(n)+ c-s(n) (t codé en bin

aire)
Total = O(s(n)?) /)4'

Complexité 83/123



1sPACE
La classe 1SPACE

Classe 1SPACE

1SPACE = problemes décidables en espace constant :
1SPACE £ DSPACE(1)

Exemples :
@ Parité d'un entier
@ Incrémenter un entier

e Nombre pair de 1 dans un mot de {0,1}*

W
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LSPACE, NLSPACE
Classes LSPACE, NLSPACE

Classe LSPACE

LSPACE = problemes décidables en espace logarithmique :
LSPACE = DSpacE(log(n))

Compter jusqu'a n
Calculer le n-ieme nombre de Fibonacci

Additionner, multiplier deux entiers

Comparer deux entiers, trier un ensemble d'entier

e Connexité d'un graphe non orienté (2004)

Classe NLSPACE
NLSPACE = problemes décidables non déterministiquement en espace

logarithmique :
NLSPACE = NSpackg(log(n))
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NLSPACE

Définition alternative de NLSPACE

Un langage L C {0,1}* appartient 3 la classe NLSPACE £
dM une machine de Turing Jp un polynéme :

o Vx € L,3y € {0,1}PUxD) : M accepte (x, y).

o Vx ¢ L Vye{0,1}*: M rejette (x,y).

e M utilise au plus O(log(n)) cases.

Le certificat y doit &tre sur une bande a usage unique : la téte ne peut pas
aller vers la gauche (sinon, on offrirait gratuitement un espace
polynomial : le certificat)

W
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LSPACE, NLSPACE
Probléme st-CONN

Probleme st-CONN

Soit un graphe orienté G et deux nceuds s et t, existe-t-il un chemin de s
at?

st-CONN est NLSPACE-complet. J

La difficulté de la preuve est dans la définition de la réduction en espace
logarithmique

Etrangement, st-UCONN, défini identiquement pour un graphe non
orienté, est dans LSPACE (2005).

—WF
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Classes de complexité spatiale PSPACE, EXPSPACE

PSPACE, EXPSPACE

Classes PSPACE, EXPSPACE
PSPACE = problémes décidables en espace polynomial :

PSPACE £ | | DSpace(n®)
ceN

EXPSPACE = problemes décidables en espace exponentiel :

EXPSPACE £ | | DSpacg(2™)

ceN

NPSPACE £ | ] NSpace(n®) = PSPACE

ceN

NEXPSPACE = EXPSPACE
(d'apres le théoreme de Savitch)

Complexité
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EE G
Probleme QBF (Quantified Boolean Formula)

Probleme QBF (ou QSAT)
QBF = ensemble des formules booléennes quantifiées closes qui sont vraiesJ

(closes = sans variable libre)
exemple : Vx1,3x, x1 V X2

QBF est PSPACE-complet. J

(SAT est le cas particulier de QBF avec que des J)

—WF
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PSPACE, EXPSPACE
QBF est dans PSPACE

QBF(¢) =
si ¢ = Ix : 1 alors QBF (¢[x < 0]) V QBF (¢[x < 1])
sinon si ¢ = Vx : 9 alors QBF(¢[x < 0]) A QBF(¢[x + 1])
sinon évaluer ¢ (¢ n'a plus de quantificateur)

Soit une formule de taille m avec n variables. L'algorithme n’'a besoin que
d’'une seule copie de ¢ et une pile de taille proportionnelle au nombre de
variables — espace O(nm).

W
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R BT
QBF est PSPACE-difficile (1/2)

Pour tout L € PSPACE, montrons L <, QBF. Soit une machine M qui
décide L en espace polynomial O(s(n)) et soit x € {0, 1}*.
@ On consideére le graphe de configuration de M(x).
@ On a vu qu'il existe un polyndme g(n) = ¢ - s(n) tel que le graphe de
M(x) a au plus 29(") nceuds (voir T. 80).

@ On va construire en temps et espace polynomial une formule QBF ¢
qui capture I'existence d’'un chemin de longueur < 29(") entre le
nceud de départ et celui d'acceptation.

W
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R BT
QBF est PSPACE-difficile (2/2)

Vi(s, ) est I'existence d'un chemin de taille < 2/ entre s et e.
e Yo(s,e) 2 (s=¢e)V (s~ e)
@ iy1(s,e) = Im: i(s, m) A;(m, e) mais cela conduit 3 une formule
de taille exponentielle (double a chaque pas). On prend a la place :

bizi(s,e) £
dmYu,Vv,((u=sAv=m)V(u=mAv=ce)) = ¥i(u,v)

@ Acceptation ¥* = Jc acceptante, 14(5)( o, €)
Taille de ™ :

@ || : énumérer les configurations pour Vérifier |'existence d'une
transition = un compteur en base 2 = O(q(n))

o |Yit1] < p(n) + |vj| : la premiere partie de la formule récursive utilise
un nombre constant de configurations en espace polynomial, donc est
en taille polynomiale (< p(n)).

o [1*| = O(q(n) x p(n) + r(n)) —F
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Classes de complexité spatiale PSPACE, EXPSPACE

QBF = jeux a deux joueurs

Trouver une stratégie gagnante est PSPACE-complet

On considére un jeu (comme le Go généralisé) avec un nombre polynomial
de mouvements et une description polynomiale des positions et des
mouvements, alors trouver |'ensemble des positions avec une stratégie
gagnante est PSPACE-complet.

On réduit QBF a un jeu généralisé entre
@ un joueur E qui décide la valeur des variables quantifiées par 3.
@ un joueur A qui décide la valeur des variables quantifiées par V.
Jeo, Ve, 3, Ve, ..., 3en, (o — 1) A(er — @) A ... A ¢, acceptant

Dans ce jeu, la valeur de la formule est I'existence ou non d'une stratégie
gagnante pour le joueur existentiel.
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Classes de complexité spatiale Bilan
Bilan

1SPACE C LSPACE C NLSPACE C P C NP
C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE

@ NLSPACE G P
e P& EXPTIME

e PSPACE ¢
EXPSPACE

PSPACE

@ On pense que toutes
les inclusions sont
strictes

NLSPACE
@ Le non-déterminisme
ne change rien pour
I'espace a partir de

PSPACE —WF
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Quatrieme partie

Complexité probabiliste et quantique

—WF

Complexité 95/123



Complexité probabiliste : BPP
Plan

@ Complexité probabiliste : BPP
@ Introduction
@ Calcul probabiliste
@ Résultats

W
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Complexité probabiliste : BPP Introduction

Apport du calcul probabiliste

Intuition

@ Un algorithme avec la possibilité de faire des choix probabilistes,
comme s'il langait des pieces.

@ Un compromis entre déterminisme et non-déterminisme : il ne faut
pas forcément toujours accepter, mais il faut accepter “suffisamment
souvent”.

@ Moyen de ne pas surdéterminer un algorithme, en faisant des choix
aléatoires plutot que déterministes.

W
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Complexité probabiliste : BPP Introduction

Deux formulations de I'aléa

En ligne et hors ligne |

@ En ligne : le lancer de pieces. Lorsqu'il y a un choix aléatoire a faire,
on "lance une piece”, c'est-a-dire qu’on tire un bit aléatoire.
Comme une machine non déterministe aux choix probabilistes.

@ Hors ligne : une liste initiale de bits aléatoires. Les choix sont fait en
lisant un nouveau bit de cette liste.
Comme une machine déterministe qui vérifie un certificat généré
aléatoirement. )

Equivalence
La méme intuition que pour NP permet de passer d'une formulation a
I"autre : la liste initiale peut encoder tous les lancers de pieces, et les

lancers de pieces peuvent simuler une lecture dans la liste initiale. )

— W
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Las Vegas et Monte Carlo

Deux variations d’algorithmes probabilistes

@ Algorithme de Las Vegas : algorithme qui renvoie toujours la réponse
correcte, mais dont le temps pris pour le calcul est une variable
aléatoire.

@ Algorithme de Monte Carlo : algorithme qui finit en temps

déterministe (en fonction de la taille), mais qui peut retourner des
erreurs.

Puisque I'on étudie des classes de complexité, on veut des garanties sur le
temps pris par I'algorithme et on se limite aux algorithmes de Monte Carlo.

W
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Complexité probabiliste : BPP Introduction

Exemple Las Vegas : sortir d'un labyrinthe

Probleme st-UCONN

Soit un graphe non orienté G et deux nceuds s et t, trouver un chemin de
sat.

@ Parcours en profondeur de G : temps et espace polynomiaux

@ Parcours aléatoire : choisir aléatoirement la prochaine aréte, sans
mémoire : temps polynomial, espace logarithmique (numéro du nceud
courant). En O(n?) pas, il y a une forte probabilité d'avoir parcouru
toutes les arétes (1979).

e En fait, il existe un algorithme déterministe polynomial en espace
logarithmique (2005).

Si le graphe est orienté, un parcours aléatoire prend un temps exponentiel

D g o
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Complexité probabiliste : BPP Introduction

Monte Carlo : Types d'erreurs

Double erreur et simple erreur
Une caractéristique des calculs probabilistes est |la possibilité d'erreur :

@ Double erreur : |l peut y avoir une erreur en acceptant ou en
rejetant : I'algorithme peut accepter une mauvaise instance, et en
rejeter une bonne.

@ Simple erreur : Il ne peut y avoir une erreur qu'en acceptation (faux
positifs) ou qu'en rejet (faux négatifs).

W
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Machine de Turing probabiliste

Machine de Turing probabiliste

Une machine de Turing probabiliste est une machine de Turing avec deux
fonctions de transitions. A chaque pas du calcul, I'une des fonctions est
utilisée de maniere équiprobable. La machine fonctionne en temps O(s(n))
si elle s'arréte en temps < s(|x|) pour toute entrée x et quels que soient
les choix pris.

(équivalent a une MT non déterministe avec, a chaque pas, deux
transitions possibles, équiprobables)
L'arbre d'exécution d'une MT probabiliste est un arbre binaire, la
probabilité d'une branche de longueur / est 27/,
@ Dans une MT non déterministe, pour une entrée x, on se demande
s'il existe un chemin qui conduit a I'acceptation.
@ Dans une MT probabiliste, pour une entrée x, on se demande si une
fraction majoritaire des chemins équiprobables conduisent a /)4.

I'acceptation.
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La classe BPP

Bounded-error Probabilistic Polynomial time

Classe BPP (Bounded-error Probabilistic Polynomial time)

Un langage L C {0,1}* appartient a la classe de complexité BPP = IM
une machine de Turing probabiliste et un polynéme s(n) tel que pour tout
mot x € {0,1}* :

@ M(x) s'arréte en au plus s(|x|) transitions quels que soient les choix
aléatoires

@ x € L = Pr[M(x) accepte] > 2/3

e x¢ L = Pr[M(x) rejette] > 2/3

Pourquoi 2/3 7 Toute constante > 1/2 est équivalente (a suivre).

W
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Complexité probabiliste : BPP Calcul probabiliste

La classe BPP, en terme de certificat

Classe BPP
Un langage L C {0,1}* appartient a la classe de complexit¢é BPP = IM
une machine de Turing polynomiale, 9p un polynéme :

® Vx € L: Prycro13e0:) [M((X, y)) accepte] > 2/3.

® Vx & L: Pr,cro13e0:0 [M((x,y)) rejette] > 2/3.

Le certificat y est la suite des choix aléatoires.
Pryce[A] £ probabilité de A selon la distribution uniforme sur E. On prend
(\1x|) pour y, traduisant que tous les choix sont équiprobables.

W

Complexité 104 /123



La classe RP

Randomized Probabilistic Polynomial time

Classe RP (Randomized Probabilistic Polynomial time)

Un langage L C {0,1}* appartient 3 la classe de complexité RP = 3IM une

machine de Turing probabiliste et un polynéme s(n) tel que pour tout mot
x €{0,1}*:

@ M(x) s'arréte en au plus s(|x|) transitions quels que soient les choix
aléatoires

@ x € L = Pr[M(x) accepte] > 2/3

e x¢ L = Pr[M(x) rejette] =1

La machine ne se trompe que par faux négatifs (rejet erroné d'un mot
dans L).

Pourquoi 2/3 7 Pour faire comme BPP : toute constante > 0 est

équivalente ! /)4’
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Complexité probabiliste : BPP Résultats

Réduction de I'erreur pour RP

Réduction de I'erreur
Pour tout langage A € RP et pour toute constante ¢, IM une machine de
Turing polynomiale probabiliste tel que pour tout mot x € {0,1}* :

@ x € L = Pr[M(x) accepte] >1—27°¢
@ x¢ L = Pr[M(x) rejette] =1

Pour réduire I'erreur a < 27, il suffit de recommencer I'algorithme ¢ fois.
Si I'une des exécutions accepte, alors x € A, sinon on décréte que x ¢ A.

La probabilité de se tromper est (1/3)¢, qui est <27°.

On peut réduire la probabilité d’erreur de maniére exponentielle : peu de

répétitions suffisent a avoir une probabilité d'erreur négligeable.

W
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T
Réduction de I'erreur pour BPP

Réduction de |'erreur

Pour tout langage A € BPP et pour toute constante ¢, M une machine
de Turing polynomiale probabiliste tel que pour tout mot x € {0,1}* :

e x € L = Pr[M(x) accepte] >1—-2"°

o x¢ L = Pr[M(x) rejette] >1—27¢

Méme idée : répéter plusieurs fois et garder la réponse majoritaire.
(le calcul exact fait intervenir un peu de théorie des probabilités (bornes de
Chernoff) ; toute valeur > 1/2 fonctionne pour définir BPP)

—WF
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iz
Test de primalité dans BPP

Primalité de N

Choisir A tel que 1 < A< N.
Si pged(N, A) > 1 ou () # AN=1/2 (mod N) alors conclure composite,
sinon conclure premier.

@ N premier = I'algorithme conclut correctement

1

@ N composite = |'algorithme se trompe avec une probabilité 5

On améliore la probabilité par répétition du test.

(Il existe plusieurs algorithmes probabilistes de primalité, peu coliteux en
général. Un résultat inattendu de 2002 a montré que le test de primalité
est dans P, avec un algorithme polynomial déterministe mais peu
performant)

—WF
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Complexité probabiliste : BPP Résultats

Egalité de polynémes

PIT Polynomial Identity Testing

Soit F un corps fini de taille m (par exemple les entiers modulo 5).
Soit p,q : F" — F deux polyndmes de degré au plus d.
PIT 2Vxq,...,xy € F 1 p(X1, .., Xn) = q(X1, o0y Xn).

(Version simplifiée de PIT : I'énonce formel est sur les entiers non bornés,
I'algorithme choisit une valeur m et tous les calculs sont modulo m)

Idée de I'algorithme
Tester la valeur de p(n) — g(n) en un point choisi aléatoirement :
@ Si le résultat est non nul, on est siir de devoir rejeter.

@ Sinon, il y a une probabilité % d’'étre tombé sur une racine du
polynéme, puisqu'il y en a au plus d.

Probleme a solution dans BPP pour lequel on ne connait pas d'algorith}ﬁ
déterministe polynomial.
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Complexité probabiliste : BPP Résultats
Hiérarchie

P C RP C BPP C PSPACE
RP C NP
P C RP : P = pas d’erreur
@ RP C BPP : RP = moins d’erreur
e BPP C PSPACE : d'aprés la simulation d'une MT non déterministe :
évaluer la MT selon tous les chemins possibles et évaluer la
probabilité que le mot soit accepté
@ RP C NP : Dans RP, x € L = Jy, M((x, y)) accepte et
x ¢ L= Vy, M((x,y)) rejette, ce qui est la caractérisation de NP en
terme de certificat.
@ On ne sait pas la relation entre BPP et NP (dans aucun sens).

On soupgonne RP = BPP = P.

— les algorithmes probabilistes ne permettraient pas de résoudre plus de
problemes que les algorithmes déterministes, mais ils peuvent étre plus
rapides d'un facteur arbitraire (avec une probabilité d’erreur).
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Complexité probabiliste : BPP Résultats
Bilan

@ Classe BPP = problemes a résolution probabiliste en temps
polynomial

@ Classe RP = sous-classe de BPP pour les problemes sans faux positifs
o La répétition améliore drastiquement la probabilité de succes

@ Beaucoup d’interrogations subsistent (dont le lien entre BPP et NP
et si BPP = P)

e Méme si BPP = P (I'aléatoire ne permettrait pas de résoudre plus de
probleme que le déterminisme), nous avons des algorithmes
probabilistes qui sont beaucoup plus rapides que les algorithmes
déterministes connus (quand ils existent), au pris d'une petite
probabilité d'erreur.

W
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Complexité quantique : BQP
Plan

© Complexité quantique : BQP

—WF
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Complexité quantique : BQP

Calcul quantique

Ce qui suit est une sommaire introduction au calcul quantique. Les curieux
trouveront une mine d’'information sur la chaire de Frédéric Magniez au
College de France (2021)
https://www.college-de-france.fr/site/frederic-magniez/

et dans < Quantum > d'Arnaud Bodin (2021)
https://exo7math.github.io/quantum-exo7/.

Il ny a pas encore unanimité sur une définition du calcul quantique.
La vision majoritaire, les circuits quantiques, est présentée ici.

W
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Complexité quantique : BQP
Qubit

Qubit
@ Bit classique : 0 ou 1.
@ Bit probabiliste : 0 avec probabilité p, 1 avec probabilité 1 — p.
e Bit quantique qubit : superposition des états de base |0) et |1) :
a-|0) + B -|1) ol v et B sont des nombres complexes vérifiant
la? + 18] = 1.

(10) et |1) sont les vecteurs du plan (1,0) et (0,1). |a + ib| est le module du
complexe = /a2 + b?)

Image : un bit classique est un point parmi deux possibles, un bit probabiliste
est un point sur le segment [0, 1], un qubit est un point sur une sphére dont

|0) et |1) sont les podles.

Mesure

Quand on mesure le qubit, son état s'effondre sur |0) avec une
probabilité |a|?, ou |1) avec une probabilité |3]|?.

« et 8 ne sont pas observables. Plus proche d'un pdle, plus probable la valeur.
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Complexité quantique : BQP

Bizarrerie des qubits

Superposition

Deux qubits réunis forment une superposition
@|00) + B3|01) + |10) + §|11) avec |a|? + |B)? + |y|? + 6% = 1.

La ou n bits classiques contiennent une valeur parmi les 2" possibles,
n qubits contiennent 2" états superposés avec des amplitudes différentes.

Absence de duplication

Il est impossible de dupliquer un qubit (pas de mesure de « et f3).

Mais il est possible de transporter un qubit (en détruisant la source).
Intrication quantique

Considérons deux qubits dans I'état %(\Om + |11)) (état de Bell). La
mesure d'un des qubits (obtenant par exemple 0, équiprobablement)
impose que |'autre soit mesuré identiquement (ici 0).
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Portes quantiques

Les opérations sur les qubits sont des transformations réversibles :
symétries et rotations (dans |'espace complexe).

Représentation matricielle

e Un qubit «|0) + 3|1) est représenté par un vecteur [a

forment un vecteur a 2n éléments.
@ Une opération sur n qubits est une matrice unitaire a 2”7 x 2"

] , N qubits

éléments.
Exemples :
01
e NOT : [1 0} :a|0) + B|1) — «af1) + B|0)

1 1 o o
@ Hadamard : % [1 _1] :al0) + B]1) — %25@ + 725’1)

— générateur aléatoire H(|0)) = %(!0) + /1)) qui, par mesure, d%
équiprobablement |0) et |1) (mais H(H(]|0))) =10)!)
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Complexité quantique : BQP

Portes quantiques

OT : -NOT(|0b)) = |0b) et -NOT(|1b)|) = [1)|(1 — b))

@ Control-N
1 000
0100
0 001
0010

o |l existe des dizaines de portes mais on connait des portes universelles
sur deux ou trois qubits qui suffisent a tout faire = un petit

sous-ensemble suffit.
@ Représentation graphique d'un algorithme :

]
A

Mesure
Rn

(figure : Frédéric Magnieﬂ/q

4
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Complexité quantique : BQP

Limites et intérét du calcul quantique

Turing-complétude

Le calcul quantique n'est pas Turing-complet.

Un ordinateur quantique calcule des fonctions totales qui terminent, il
manque les boucles / récursions non bornées. L'intérét du calcul quantique
est dans le speedup superpolynomial par rapport a un calcul classique.

71 algorithmes connus sur https://quantumalgorithmzoo.org/
@ Algorithme de Shor : factorisation d'un entier de taille n en
temps O(n?). Pas d'algorithme polynomial déterministe connu,
probléme suspecté d'étre entre P et NP-complet.
@ Logarithme discret : soit a, b et N, trouver k e N: b= a¥ mod N
(= calculer log, b) — base des algorithmes de chiffrement.
@ Algorithme de Grover : recherche d'un élément dans un ensemble en

temps O(y/n) (calcul déterministe : O(n)) /’4'
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Classe BQP

Bounded-error Quantum Polynomial time

Classe BQP (Bounded-error Quantum Polynomial time)

Une fonction booléenne {0,1}* — {0,1} est dans BQP s'il existe un
algorithme quantique en temps polynomial A tel que
Vx, Pr[A(x) # f(x)] < 1/3.

L'algorithme quantique a une petite probabilité de se tromper. Comme
pour BPP, toute constante < 1/2 convient et I'erreur peut étre réduite
a € avec log(1/e€) répétitions.

W
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Hiérarchie

e BPP C BQP
Un ordinateur quantique peut tirer au hasard 0/1 avec probabilité %

@ On suspecte BPP & BQP

e BQP & PSPACE (on peut simuler n'importe quel calcul quantique
en espace polynomial : revient a un produit matriciel)

@ On suspecte NP & BQP : pas d'algorithme quantique trouvé pour
aucun des problemes NP-complets connus.

o |l existe des problemes suspectés d’'étre hors de NP mais dans BQP.

PSPACE

W
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Cinquieme partie

Conclusion

—WF
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Zoo complexité

@ On connait plus de 500 classes de complexité (zoo ouvert en 2002)
https://complexityzoo.net/
dont 16 primordiales https://complexityzoo.net/Petting_Zoo.
@ Le jardin botanique contient =40 problemes considérés
caractéristiques.

W
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Conclusion

Bilan
o Complexité des problemes, en temps et espace
Le modele de calcul est sans importance
Relation temps - espace
Distinction calculer / vérifier (P vs NP)
Complexité en temps : P, NP, BPP. ..
Complexité en espace : LSPACE, NLSPACE, PSPACE. ..
Complétude (NP-complet, PSPSACE-complet)

Réduction de problemes

Calcul probabiliste et quantique

W
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