
TP Système, Partie II (2h maxi) :Equations de LorenzO. Pannekoukeolivier.pannekouke�meteo.fr12 février 2007
ResuméL'énoné du TP est long. L'objetif n'est pas de tout faire le sujet est vaste et la reherhe, en edomaine, ative. Le but est d'aborder l'étude de la dynamique non-linéaire au travers des équations de Lorenz. Ainsi,il sera observé que la réponse d'un système non-linéaire peut être partiulièrement omplexe. Une partie introdutiveest onsaré à la onvetion de Rayleigh-Bénard. Le modèle de la partiule est introduit pour mettre en évidene lanéessité des non-linéarités dans la nature ('est une manière d'ébauher votre analyse du as de Lorenz). Ensuite unmodèle heuristique plus omplet pour la onvetion est mis en plae : le modèle de Lorenz, dont les équations sontexpliitées. Ainsi onstruit pas à pas, le lien ave la physique permet de omprendre le modèle de onvetion utilisé,failitant en retour l'analyse raisonné des équations et de leur solutions.Atuellement sous la forme de sript Silab, vous pouvez ontinuer l'exploration en téléhargeant le sript àl'adresse : http ://phymath.free.fr/n7_2007/tpsys.se . Des animations pour le modèle de Lorenz et pour d'autremodèles plus ompliqués sont également présentés, à l'adresse http ://phymath.free.fr/modele/ .Mot lés: Convetion de Rayleigh-Bénard, Modèle de onvetion de Lorenz, Équation de Lorenz, Sensibilité auxonditions initiales, orbite périodique, orbite non périodique, Transition vers la turbulene, Intermittene, Assimilationde données.Objetifs :Phase d'observationIntrodution aux systèmes non-linéaire et à leur réponse : omparaison ave la réponse d'un système linéaire. Intro-dution de l'espae des phases : espae des degrés de liberté du système aratérisant sont état au ours du temps.Représentation dans l'espae des phases d'une évolution temporelle. Visualisation de signaux omplexe (série tempo-relle non stationnaire, analyse de Fourier versus analyse ondelette, setion de poinaré, et). Observation de transitoireet de régime à temps long. Observation d'attrateur étrange. Notion de sensibilité aux onditions initiales. Visuali-sation d'orbite. Introdution de la notion de bassin d'attration. Notion de régime permanent non néessairementstationnaire. Introdution d'orbite périodique/non périodique. Mise en évidene d'un omportement omplexe malgrédès la dimension 3.Phase de ompréhensionIntrodution de diagramme de bifuration. Utilisation pour la mise en évidene d'un asade sous-harmonique per-mettant d'aboutir à une solution non périodique. Introdution du méanisme d'étirement-repliement responsable dela sensibilité aux onditions initiales. Desription de l'intermittene de type I. Introdution à la méthode des retardsdans l'étude de série temporelle de signaux omplexe.1 Introdution et reommandationCette partie du TP repose essentiellement sur l'approhe numérique. La raison en est qu'elle permet une intro-dution simple, reprodutible et autorise l'utilisation de méthode d'analyse puissante. Vous utiliserez le sript Silab"tpsys.se" en tant que boite noire.Chaque partie omporte une série de questions. Les questions sont là pour vous interpeler. Elles sont le support àvotre observation raisonnée du système et à son étude. Un niveau de di�ulté est attribué à haque question : 'l1', 'l2'et 'l3'. Les questions 'l1' peuvent reevoir une réponse déduite des ommentaires et de vos observations du système.Les questions 'l2' sont plus omplexe, et demande une ré�exion plus important de votre part. En�n, les questions 'l3'sont des questions d'ouverture di�iles (n'y passez pas trop de temps).Naturellement je suis là pour vous aider en as de di�ultés : soliitez moi ! Ne restez pas bloqué, plus vousme soliitez et mieux vous progresserez. Pour votre ompte-rendu, il n'est pas néessaire de fournir des réponseslongues, la pluspart du temps, une à deux lignes sont souvent su�sante. L'essentiel est dans la démarhe, les idées etla méthode. Le reste dans l'humilité, la patiene, le ourage et la détermination.1
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CHAUDFig. 1 � Expériene de onvetion on�née entre deux plaques hau�ées."The more we learn about the world and the deeper our learning, the more onsious, spei� and artiulate willbe our knowledge of what we do not know, our knowledge of our ignorane" (Karl Popper).2 Introdution au modèle de Lorenz2.1 Modélisation physique de la onvetion : Expériene de Rayleigh-Bénard2.1.1 Méanisme de la onvetion naturelleLa �gure (1) représente un �uide on�né entre deux plaques hau�ées et thermostatées (la température des plaquesne varie pas), espaées d'une distane h. Votre onnaissane empirique de la nature vous permet d'imaginer que suivantla valeur de la di�érene de température ∆T = TH − TB entre la température de la plaque du haut TH et elle dela plaque du bas TB, un mouvement de onvetion s'installe (imaginez un radiateur de type "onveteur"). Votreintuition vous suggére que pour que la onvetrion s'installe il faut néessairement que ∆T > 0, il est supposé en êtreainsi dans la suite. Analysons physiquement e méanisme.Hypothèses de travail :L'état de base est le �uide au repos (vitesse du �uide nulle) et en équilibre thermique (pro�l de températurelinéaire). Il est supposé que l'équilibrage en pression est instantané au ours de tout mouvement (la pression n'estplus une variable d'état du système). La masse volumique est relié à la température suivant une relation linéaire
ρ = ρr [1 − α(T − Tr)] ave α = − 1

ρ

(

dρ
dT

) le oe�ient de dilatation thermique, ρr une masse volumique et Tr unetempérature de référene. Dans la suite, toute vitesse dans l'éoulement est don onsidérée omme une perturbationde vitesse (par rapport à l'éoulement de base statique). De plus le hamp de température est déomposé sous la forme
T (x, z, t) = Tlin(z) + θ(x, z, t) ave Tlin(z) = TB − ∆T

h
z le pro�l linéaire de base et θ(x, z, t) l'éart de températureau pro�l linéaire. Le �uide en mouvement est supposé pouvoir glisser sur les parois. Ainsi, les onditions limites devitesse sont de la forme vz(z = 0) = vz(z = h) = 0 ave vx non néessairement nulle.Éxpériene de pensée : Méthode de la partiulePar une éxpériene de pensée, une partiule de température et masse volumique (Tpart, ρpart) est déplaée vers lehaut. Ave le pro�l de température supposé tel que TB > TH , la température Tenv du �uide environnent la partiuledéplaé est plus faible, et la partiule est plus légére que son environnement. La poussée d'Arhimède tend donà aélérer le �uide vers le haut, l'entrainant à poursuivre son mouvement. Cependant, si ∆T est troppetit, la fore de visosité vient onurener la poussée d'Arhimède et freine, puis stop le mouvement.Naturellement, la partiule ainsi au repos, se met à l'équilibre thermique ave son environnement. Ainsiles deux proessus physique sont onurrent et de leur ompétition naîtra, ou non, un mouvement de onvetion.Cette expériene introduit don un éart de température ritique ∆Tc au-dessous duquel le mouvement n'a pas lieu(domination des proessus di�usif) et au-dessus duquel le mouvement s'installe (domination du proessus onvetif).Finalement l'éoulement est piloté par un paramètre adimensionné

r =
∆T − ∆Tc

∆Tc

, (1)ave absene de mouvement pour r < 0 et mouvement pour r > 0.Partie Question :(a)-l2- Connaissez-vous une manière de visualiser un tel mouvement de onvetion d'un point de vue expérimental.
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h

hFig. 2 � Rouleau de onvetion dont la longueur d'onde suivant la diretion x est le double de la distane interplaque.2.1.2 Approhe heuristique simpli�éeL'expérimene montre que la onvetion se traduit par l'apparition de rouleaux de onvetion. La �gure (2)représente es rouleaux. Il s'agit don de motif dans l'espae donnant une vitesse vertiale du �uide de la forme
vz(x, z, t) = X(t)fv(z) cos(πh−1x), ave X(t) l'intensité du rouleau et fv(z) un ertain pro�l vertial (que l'on peutexpliiter suivant les onditions limites du problème, voir l'annexe). La vitesse vertial est don un motif spatialdont l'intensité (et le sens varie) en fontion du temps. Il s'agit d'une séparation temps-espae. Cette forme simpli�épour la vitesse provient du on�nement qui ontraint l'éoulement à respeter ertaine on�guration (mode propre dusystème). Ainsi, tout le problème revient à déterminer l'évolution temporelle de l'intensité X(t) des rouleaux.L'évolution linéaire de la perturbation de vitesse peut s'érire sous la forme

dX

dt
= σX, (2)ave σ le taux de roissane qui d'après la setion préédente doit être fontion de r. Un developpement polynomial en

r donne néessairement au premier ordre une relation de la forme σ = r
τ
, ave τ un temps aratéristique du système.En e�et, ette expression reproduit bien l'amortissement pour r < 0 et l'ampli�ation pour r > 0.Naturellement, dans le as r > 0, la perturbation roit de manière exponentielle et ette équation d'évolution n'estplus valable. La onnaissane empirique amène à penser que la perturbation de vitesse va se stabiliser. Cei n'estrendu possible que par l'intervention de proessus non-linéaire. Cherhons don le developpement polynomial de

σ en X . Or, le hangement de signe X → −X orrespond à un hangement de rotation des rouleaux. Cette symétriene modi�e en rien la nature physique du problème. Cei onduit néessairement à un developpement d'ordre deux (aumoins) don de la forme
τσ = r − X2

b
, (3)ave b une onstante homogène à X2 représente une vitesse aratéristique mesurant l'intensité du ouplage non-linéaire. Ce qui onduit à l'équation d'évolution

τ
dX

dt
= rX − X3

b
, (4)dont on peut véri�er que pour r > 0 une solution attrative est X(t → ∞) = ±

√
rb, le signe indiquant le sens derotation et dépendant des onditions initiales (sens, ou signe, de la perturbation initiale).2.1.3 Approhe heuristique amélioréeNaturellement, la onvetion représente physiquement, pour le système, un moyen de se limatiser (omme pourles mouvements atmosphérique dont la irulation générale temps à répartir l'exédent de haleur des tropiques vers lesp�les, exédent provenant du hau�age di�érentiel du soleil sur la rotondité terrestre). Ainsi, le mouvement impliqued'une part un transport de haleur par advetion (ou onvetion). D'autre part, e transport de haleur va modi�erle pro�l de température, e qui in�uene l'intensité de la onvetion (au moins au niveau loal). La �gure (3) représentel'évolution possible du pro�l de température. Or le modèle Eq. 4, n'est pas apable de rendre ompte de e transport,enore moins de la rétroations sur le pro�l de température. Cherhons don un système plus ompatible que elui, tropsimple, exposé préédement. Pour se faire, il est néessaire d'introduire expliitement le transport et l'aumulationde haleur.Cela revient à projeter à l'ordre le plus bas la perturbation de température sur deux modes : un mode horizontaldérivant le transport vertial de température, et un mode vertial dérivant l'aumulation de température. L'intensitédu premier mode est noté Y , elle du seond mode est noté Z. La �gure (4) représente ainsi les trois modes intervenantdans la modélisation simpli�ée de la onvetion par Lorenz1.1Mathématiquement, ela orrespond à la projetion de Galerkin de la dynamique sur les modes de Fourrier (ou d'har-
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Fig. 3 � Exemple de pro�l de température à un instant donnée (juste aprés l'amorçage de la onvetion)Ainsi, le modèle de Lorenz aratérise l'évolution temporelle de l'amplitude de es trois modes "prinipaux" del'éoulement suivant :X Comme il a été vu, X(t) est l'amplitude de la vitesse vertiale. Ainsi, X est proportionnel à l'intensité dumouvement onvetif.Y Est l'amplitude de la di�érene de température entre la branhe asendante et elle subsidente. Par exemple,un mouvement où X > 0 et Y > 0 orrespond à l'asendane du �uide haud et la subsidene du �uide froid,ette on�guration orrespond au shéma intuitif des premiers instant de la onvetion qui s'ammore. Autreexemple, un mouvement où X > 0 et Y < 0 orrespond à l'asendane du �uide froid et la subsidene du �uidehaud, ette on�guration orrespond au as ou la onvetion vient de s'ativer et qu'une goutte haude de �uidearrivée au sommet de la ouhe va être ramené en position basse par la branhe subsidente.Z Est l'amplitud de la distortion du pro�l du gradient de température par rapport à la linéarité : une valeur nulleorrepond à un gradient linéaire, tandis qu'une valeur positive indique que la température est plus uniforme dansle milieu du réservoir, et que les plus forts gradients se trouvent au voisinage des parois.Pour plus d'information sur es modes propres, reportez-vous à l'annexe.Equation du mouvementL'équation du mouvement est dérite selon :Aélération = Poussé d'Arhimède + Frottement ViseuxCes deux ontributions étant en onurene, elles doivent don s'érire de la forme σY pour la poussée d'Arhimèdeet −σX pour la fore viseuse (qui s'oppose au mouvement). Ii σ orrespond physiquement à la onstante de Prandtlqui aratérise la onurrene entre les deux proessus di�usif (thermique/viseux). Ainsi,
dX

dt
= σ(Y −X) (5)Equation du transport de haleur : stade linéaireEn onsidérant expliitement la perturbation de température. Son évolution est régit par :Evolution de la perturbation de Chaleur = Apport onvetif + Di�usion thermiqueLa première ontribution, sans prendre en ompte l'évolution du pro�l de température, est apporté par le mouvementde onvetion. Don de la forme rX , ave r orrespond à l'éart de température entre la plaque du haut et elle dubas. La di�usion thermique peut s'érire −Y . Ainsi,

dY

dt
= rX − Y (6)monique sphérique pour la sphère) et à tronquer la série à un ertain ordre. Cette méthode est très utilisé par exempleen météorologie pour la prévision numérique. En e�et, elle permet de résoudre très simplement des opérateurs di�érentiel telque le Laplaian pour la sphère ou les dérivée en général pour les bifouriers. Les méthodes spetrales sont réputé être pluspréises que les disrétisations en di�érene �nie. Elles sont d'autre part très élégantes. Pour plus de détail voir le site :http ://www.enseeiht.fr/hmf/travaux/CD0304/optmfn/mip/reports/s26silr/index.htm
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Y : Mode horizontal de perturbation de température

Z : Mode vertical de perturbation de température

X : Mode du champ de perturbation de vitesse 
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Fig. 4 � Les trois premiers modes propres de l'éoulement : mode propre assoié à la perturbation de vitesse (haut),sont amplitude temporelle est X(t) ; mode propre horizontal assoié à la perturbation de température (milieu), sonamplitude est Y (t) ; mode propre vertial assoié à la perturbation de température (bas), son amplitude est Z(t).Pour les modes propres de température, le blan indique une amplitude positive maximale et le noir l'opposée. (Voirl'annexe pour les détails.)



6 Premiére année ENSEEIHT. Département Hydraulique et Méanique des FluidesEquation d'évolution du profil vertial de températureLe pro�l vertial de perturbation de température évolue suivant l'apport de haleur par onvetion et perte par di�usionsuivant : Evolution du pro�l de température = Apport par onvetion + Di�usion thermiquePour une intensité de onvetion donné X = Cst, la onentration de la haleur est proportionnelle au �ux Y . Ainsi,
∂XZ = Y . Pour un apport en température donnée Y = Cst, la onentration de la haleur est proportionnelle àl'intensité de la onvetion X . Don, ∂Y Z = X . Ces dépendane implique de l'apport de harleur par onvetion estde la forme XY . Le rappel au pro�l linéaire peut s'exprimer sous la forme −bZ au stade linéaire. Ainsi,

dZ

dt
= XY − bZ (7)Equation du transport de haleur : stade non-linéaireNaturellement, ette évolution du pro�l induit une rétroation sur l'amplitude de la onvetion par diminution del'intensité du méanisme. e qui peut s'exprimer en adaptant (8) sous la forme

dY

dt
= (r − Z)X − Y (8)3 Système de LorenzLe modèle de onvetion de Lorenz repose don sur l'évolution des amplitudes des modes les plus bas, dont ladynamique est dérit par le système de Lorenz :







dX
dt

= σ(Y −X)
dY
dt

= (r − Z)X − Y
dZ
dt

= XY − bZ
(9)Attention, les variables (X,Y, Z) ne sont pas des oordonnées d'espae géométrique ! (f. dé�nition préédente). Clas-siquement, les parmètres sont �xé ainsi σ = 10 et b = 8/3, ave r variant, 'est le paramètre de bifuration.Ce système à la partiularité d'être autonome (le membre de droite est indépendant du temps), ouplé et nonlinéaire. Il n'existe pas de solution analytique aux équations de Lorenz.L'ordinateur permet la résolution numérique de ette équation. En séletionnant "simulation simple" puis "Runsimulation" vous visualiser l'évolution temporelle des amplitudes (X(t), Y (t), Z(t)), le hamp de vitesse et la tempé-rature réduite θ

∆T
de la onvetion, ainsi que quelques pro�ls de température pour les positions x = 0, x = 0.5 et

x = 1.5.Partie Question :(a)-l2- Quel théorème des mathématiques pourriez vous invoquer pour dérire les solutions d'un tel système ? (Existene,Uniité)(b)-l2- Connaissez-vous un paramètre ouramment utilisé en méaniques des �uides et dont la valeur permet de rensei-gner sur le omportement turbulent ou non de l'éoulement. Que vous indique ette analogie ave le paramètrede bifuration r ?()-l3- Donnez un exemple de manifestation d'un omportement non linéaire en méaniques des �uides ? (Indiation :omportement de la vortiité en éoulement 2D.)(d)-l3- Sauriez-vous expliquez physiquement pourquoi les amplitudes de la onvetion naturelle sont-elles on�nées dansune régions de l'espae des phases ? Proposez une méthode pour donner les bornes de et espae ? (Indiation :La température des plaques est �xée par thermostat.)L'ordinateur permet la résolution numérique de ette équation. En séletionnant "simulation simple" dans lafenêtre, observez les séries temporelle et la représentation �l de fer (3D), pour di�érents jeux de Condition Initiale(C.I.) et pour di�érentes valeures du paramètre r. Vous pouvez seletionner di�érents graphiques : plan de phase,spetre, histogramme, ondelette, espae des phases, et. Vous pouvez regarder tous es outils. Par exemple : (r =
10, X = 5, Y = 0, Z = 0), (r = 28, X = 5, Y = 0, Z = 0), (r = 28, X = −3, Y = 25, Z = 30), et (r = 350, X =
22.97998, Y = −52.424503, Z = 350.78042).Partie Question :(a)-l1- Dérivez à quoi orrespond physiquement les onditions initiales suivante : (X = 5, Y = 0, Z = 0), (X = 0, Y =

5, Z = 0) et (X = 0, Y = 0, Z = 5).(b)-l1- Commentez les résultats en fontion des valeurs de r ∈ {10, 28, 360} (Allure de la solution, spetre, loalisationdans l'espae, et).



Premiére année ENSEEIHT. Département Hydraulique et Méanique des Fluides 7()-l1- Commentez l' in�uene du hoix des onditions initiales sur l'allure générale pour r = 28.(d)-l1- La solution pour r = 28 est souvent appelée "attrateur étrange". Qu'en pensez-vous ? Dans le as du systèmede Lorenz, on l'appelle même le "papillon de Lorenz".(e)-l2- Le théorème de Poinaré-Bendixson montre qu'en dimension 2 toute orbite solution de l'équation dx

dt
= f(x)(système autonome) restant dans un domaine ompat du plan pour t ≥ 0 est (i) ou bien une orbite périodique(ii) ou bien tend vers une solution périodique (iii) ou bien tend vers un point �xe. Que pensez-vous de l'extensionde e théorème en dimension 3 ?4 Sensibilités aux onditions initialesDans la setion "sensibilité aux onditions initiales" du sript, r = 28 ave les C.I. (X = −3, Y = −5, Z = 15). Onperturbe légèrement X d'une valeur de dX (la préision mahine est %eps. Observez deux solutions de l'intégrationde deux onditions intiales (X = −3, Y = −5, Z = 15) et (X = −3 + dX, Y = −5, Z = 15). Diminuer la valeur de dX ,par exemple dX ∈ {1e− 3, 1e− 4, 1e− 5, 5 ∗ %eps, 2 ∗ %eps}.Partie Questions :(a)-l1- Commentez l'expression "sensibilité aux onditions initiale".(b)-l3- Proposez un méanisme simple pour la roissane de l'erreur et son omportement (on pourra raisonner surl'évolution de la di�érene δx(t) le long de la trajetoire dans l'espaes des phase (X,Y, Z)).()-l1- Pourquoi l'erreur se stabilise-t-elle et ne tends pas vers l'in�ni ?(d)-l2- Que pensez vous de la pertinene des résolutions numériques (réputé sensible au erreurs d'arrondie) ?(e)-l3- Pour dérire e type de système, on parle de haos déterministe. Pourriez-vous expliquer ette expression ? Quese passerait-il dans le as où le système était bruité, omme pour l'équation dx

dt
= x + ǫ ave ǫ(t) la réalisationd'une variable Gaussienne entrée. (Ce type d'équation est appelé "équation di�érentielle stohastique".)5 Ingrédients du haos déterministeL'artile de Lorenz (1963) s'intitule "Deterministi nonperiodi �ow". De quel méanisme provient ette propriétéde non périodiité ? De plus d'où provient ette sensibilité aux onditions initiales ? C'est l'objet de ette setion.5.1 Vers un omportement non périodique5.1.1 Introdution au diagramme de bifurationConsidérons l'équation di�érentielle dX

dt
= rX −X3, il s'agit d'une équation di�érentielle dépendant du paramètre

r ∈ R. Pour aratériser les solutions qualitativement, on reherhe les points singuliers, e qui revient à résoudre
dX
dt

= 0. Les solutions sont triviales : pour r < 0 il y a une solution unique X = 0, tandisque pour r > 0 il ya trois solutions X ∈ {−√
r, 0,

√
r}. Est-e que les points singuliers sont stable ou instable ? En d'autre terme, siune ondition initiale est �xée dans un voisinage d'un point singulier, la solution aura-t-elle tendane à s'approherou à s'eloigner du point singulier ? Pour réaliser ette étude, on proéde de manière lassique par un hangementd'origine et une étude de perturbation : on linéarise au voisinage du point singulier. Formellement, si X(t) désigne latrajetoire de la solution ayant omme ondition initiale X(0) et (X+δX)(t) la trajetoire de la solution ayant ommeondition initiale (X + δX)(0), l'équation d'évolution de la perturbation pour le système dX

dt
= f(X) n'est autre que

dδX
dt

= d(X+δX)
dt

− dX
dt

= f(X) − f(X + δX) = dfX(t)δX(t) + O(δX(t)2).Le plus simple est naturellement l'étude de la stabilité du point singulier X = 0. Dans e as, l'équation linéarisén'est autre que dδX
dt

= rδX . La solution de ette équation est don de la forme δX(t) = Csteert, Cste étant la onstanted'intégration. Si r < 0, la perturbation tends vers zéro ave le temps t Par ontre, si r > 0, la perturbation roit versl'in�ni. Ainsi le point singulier x = 0 est stable pour r < 0 : la dynamique tend à ramener l'éart in�nitésimale aupoint singulier vers elui-i. A l'inverse, pour r > 0, la dynamique tends à l'en éloigner : le point singulier est alorsinstable. Un raisonnement similaire pour les points �xe X = ±√
r permet de montrer que les perturbations sont pilotéepar l'équation dδX

dt
= −2rδX . Il vient alors que es deux points sont stables.La Fig. (5) représente le diagramme de bifuration de ette dynamique simple. Il permet de représenter de manièresynthétique la nature des solutions.Partie Questions :(a)-l1- Que pensez-vous de l'utilité du diagramme de bifuration Fig.(5) ?(b)-l2- Pour un système omplexe dont le omportement reste borné, une dynamique s'installe après un transitoire.Proposez une méthode expérimentale pour réaliser un diagramme de bifuration empirique d'un système.
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Fig. 5 � Diagramme de bifuration pour l'équation dX
dt

= rX−X3. En trait ontinue, les positions des points singuliersstables suivant la valeur du paramètre de ontr�le. En trait pointillé, elle des points singulier instables. Les �èhesreprésentent le bassin d'attration de haque point singulier. Les �èhes vertiales montrent l'évolution de la solutionpour une ondition initiale prise dans un bassin d'attration donné.()-l3- Que pensez-vous du aratére observable de trajetoire instable dans la nature ? Que vous suggére la présenede petit paramètre dans la modélisation physique d'un système. Indiation : pensez au problème du pendulevertial foré par deux ressort de même raideur quasiment égale, mais non égale.(d)-l3- Pouvez-vous faire le lien ave la modélisation de la onvetion et es nouvelles onnaissanes ? Indiation :Analysez le système de Lorenz au voisinage du seuil, où la dynamique de la onvetion est très lente (le taux deroissane est r − 1 << 1).5.1.2 Diagramme de bifuration pour le système de LorenzLe alul du diagramme de bifuration dans le as de Lorenz étant assez oûteux (pour une séane de deux heures),épargnions vos mahines en vous le présentant Fig. (6). Ce digramme représente, pour le omportement à long terme,les maxima suessifs Zk de Z (en réalité on représente Zk − r + 1) fontion des valeurs de r.Partie Questions :(a)-l1- En déomposant le omportement générale d'une solution en une partie transitoire et une partie parmanante,justi�er l'intérêt apporté au omportement pour un temps long.(b)-l2- A partir de l'étude du diagramme de bifuration empirique et de votre onnaissane des solutions (pour ertainesvaleurs de r), donner une desription rapide de la nature des solutions suivant la valeur du paramètre r.5.1.3 Appliation logistiqueUn omportement omplexe peut être mis en évidene dans des appliations même très simple. Prenons le as dela suite xn+1 = r(1− xn)xn. Cette appliation est appelée "appliation logistique", la fontion assoxié à la réureneest quadratique f(x) = r(1 − x)x, son graphe est don une parabole. Comme pour le système de Lorenz, r est unparamètre et on s'intéresse à la nature des solutions suivant ses valeurs. Une simulation en est faite à l'aide du sript :séletionnez "Diagramme de bifuration ft logistique". Dans e as, en partant d'une ondition initiale x0 = 0.25, lasolution onverge vers une point �xe pour µ = 2. D'autre solution sont présentées, ainsi que le digramme de bifurationsuivant r.Partie Questions :(a)-l1- Commentez les as r ∈ {3.2, 3.6}. En partiulier, disuter de la présene d'un 2-yle limite pour r = 3.2, deson origine et son devenir suivant la valeur du paramètre µ, d'après le diagramme de bifuration. (Rappel : un
p-yle est une orbite périodique telle que ∀n ∈ N, xn+p = xn)(b)-l1- En agrandissant le diagramme de bifuration de l'appliation logistique, observer l'apparition de yle de périodedouble du yle préédent en fontion de r.()-l2- Sahant qu'une des aratéristiques des systèmes dit haotique est la présene d'orbite non périodique, proposéun méanisme simple, déduit du diagramme de bifuration, pour la réation d'une orbite de période de plus enplus longue. (Indiation : un tel méanisme est appelé "asade sous-harmonique")
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Fig. 6 � Diagramme de bifuration en fontion du paramètre r. Représentation des maxima suessifs de Zk − r + 1.(D'après Manneville)5.1.4 Appliation de LorenzPoinaré a été l'un des premiers à étudier les systèmes dynamique non pas via leur solution direte mais groupede solution dans l'espae des phase. Dans e ontexte, on ne s'intéresse plus à une solution, mais à un groupe desolutions : un �ot dans un hamp de veteur. En partiulier, Poinaré à introduit une méthode pour l'études desorbites périodiques : en onsidérant une surfae S (setion) dans l'espae des phases et en onsidérant un point M deette setion, il observe l'intersetion Φ(M) de la trajetoire issue de M et oupant S. Cette onstrution dé�nit uneappliation Φ : S → S. En poursuivant le proédé, on onstruit une suite : M0 = M,M1 = Φ(M0),M2 = Φ(M1), · · · .Finalement on transforme l'analyse du système dynamique sous la forme d'étude de suites.Dans le as du système de Lorenz, une setion faile à mettre en plae est S : XY − bZ = 0. Elle orrespond à
dZ
dt

= 0 et don ela revient à déterminer les maxima suessif de la série temporelle de Z. Soit Zk la suite des maximasuessif. En représentant Zk+1 en fontion de Zk on obtient l'appliation de Lorenz. Observez l'appliation de Lorenzdans le as r = 28, X = 5, Y = 0, Z = 0 et prenant Tmax grand.Partie Questions :(a)-l1- Comparez l'appliation de Lorenz ave l'appliation logistique. Des similarités ?(b)-l1- En zoomant sur l'appliation de Lorenz, est-e que l'on a un trait ou un nuage de points ?()-l2- Deduire les méanismes simple présent dans l'attrateur de Lorenz et pouvant expliquer sa omplexité, malgrésa simpliité.(d)-l2- A partir de l'étude du diagramme de bifuration du système de Lorenz Fig. (6) donner une plage de valeur pourlaquelle il existe une asade sous-harmonique. Cela onforte-t-il votre analyse par analogie au omportementde l'appliation logistique ?5.2 Un méanisme pour la sensibilité aux C.I.Dans la setion préédent (5.1.4), l'appliation de Lorenz à été introduite. Observez attentivement le graphe deette appliation et omparez-le ave elui de l'appliation logistique. Dans le as de l'appliation logistique, expliquezomment une erreur sur les onditions initiales peut s'empli�er (étirement) ave la branhe roissante et ommentl'information est ensuite réinjeté dans ette zone à l'aide de la branhe déroissane (repliment). Indiation : Observerque la pente de la branhe roissante est supérieure à l'unité.Conluez sur les présenes de sensibilité aux onditions initiale dans le système de Lorenz et du r�le des non-linéarités dans e méanisme.



10 Premiére année ENSEEIHT. Département Hydraulique et Méanique des Fluides6 Intermittene dans le système de Lorenz ?6.1 Observation de l'intermittene dans le système de LorenzEn prenant pour ondition initiale (X = 5, Y = 0, Z = 0), représentez la série temporelle de Y et la setion dePoinaré suivant Y pour r = 166, puis de r = 166.2 et aussi r = 166.35. Qu'observez-vous ?6.2 Approhe théorique de ette intermittenePour expliquez vos observations du système de Lorenz, un modèle est introduit pour l'appliation de premier retourde Poinaré (Pomeau and Manneville 1980). Il s'agit de l'endomorphime sur le erle S1

θ −→ 2θ + r sin 2πθ + 0.1 sin 4πθ [mod 1]. (10)Cet endomorphisme est étudié au voisinage du paramètre de bifuration rc = 0.24706. Numériquement, l'appliationest alulée ave δr = r − rc.En séletionnant dans le menu prinipal "intermittene de type I". Dans parametre, hoisissez une valeur de
δr < 0 (δr = −0.01 onvient bien). Puis faites "Plot graphe". Qu'observez-vous ? Faites de même pour δr > 0(δr = 0.01 onvient). Qu'observez-vous ? Maintenant, représenter le diagramme de bifuration de ette appliation.En déduisant qu'il y a un bifuration d'un "régime stationnaire" vers un "régime haotique" pour
δr = 0, expliquez ette bifuration en étudiant l'évolution des points �xes apparaissant au voisinage de
θ = 0.28 pour δr < 0.Pomeau and Manneville (1980) ont proposés une transition vers la turbulene basé sur la notion d'intermittene.L'intermittene, dans la pensée ourante, se manifeste par l'appartion dans un éoulement laminaire (éoulementstable, régulier : préditible ) de bou�ées turbulenes (éoulement très pertubé, aléatoire, aratérisé par une zone demélange... impréditible). Reliez vos onlusions à la notion d'intermittene en la aratérisant dans le aspréis de ette étude.Dans le as du système de Lorenz, le paramètre ritique est au alentour de rc = 166.06.Notez que l'on a également un omportement similaire pour l'appliation logistique au voisinage de rc = 1 +

√
8 ≈

3.828142 (pour ela vous pourrez étudier le graphe de f3 au voisinage de rc).7 Emergene d'une dynamique omplexe : Méthode des retardsEn pratique, pour un système réel, le nombre de degré de liberté du problème est très grand. Pour l'atmosphère, ilest de l'odre de 106 dans les modèles de prévision numérique atuel. Autant dire qu'il est impossible de "visualiser" unattrateur (s'il en existe un). De plus es degrés de liberté ne sont pas néessairement des variables faile à manipulertel que la vitesse ou la température. En général, une déomposition de type Helmholtz2 est utilisé, transformant lehamp de vitesse (grandeur vetoriel) en hamp de tourbillon et divergene (grandeur salaire). Ainsi, le systèmepeut être étudié à l'aide d'observables qui ne sont pas diretement issues de l'espae des phases. Par exemple, enmétéorologie, on regardera au �nal le hamp de vent (don la vitesse du �uide) plut�t que le tourbillon.Ainsi dans bien des as pratiques, le système n'est pas étudié diretement, et n'est onnu que par des sériestemporelles. Comment dégager un omportement omplexe à l'aide de e type de donnée ?Takens (1981) a proposé une méthode dans laquelle au lieu de représenter l'espae des phases sous la forme
(X(t), Y (t), Z(t)) (dans l'exemple de Lorenz naturellement), il le représente sous la forme (X(t), X(t+ T )). Dans lapratique, si la série temporelle orrespond aux mesure du système éhantillonné tous les Ts, on obtient une sérietemporelle Xi. Ainsi, T devient un indie et l'on reprsente par exemple (Xi, Xi+10). Cette représentation est appeléeméthode des retards.Observez les plans de phase déduits des séries temporelles de X (séletionnez e graphique dans la liste qui vousest proposée).Partie Questions :(a)-l1- Commentez vos observations issues de la reonstitution de la dynamique à partir de la méthode des retards.(b)-l3- Proposez une expliation de la démarhe de la méthode des retards.8 Et les prévisions météorologiques ?8.1 GénéralitéAu vu du système de Lorenz, on pourrait naïvement penser que plus le système se omplexi�e et plus il este�etivement omplexe. Rien n'est moins ertain.2v = k×∇ψ+∇φ, ave ψ la fontion ourant et φ le potentiel. Le tourbillon vertial est ζ = k·(∇× v) = ∆ψ la divergene horizontaleest η = ∇ · v = ∆φ.



Premiére année ENSEEIHT. Département Hydraulique et Méanique des Fluides 11L'utilité prinipale de e type de système est qu'il permet de simuler des omportements omplexe ave un simpleordinateur ordinateur de bureau. Imaginez le gain de temps : laner une simulation prends quelques seondes. Naturel-lement, un tel système de présage en rien du omportement réel de l'atmosphère. Rien ne dit que la dynamique n'estpas "plus simple" pour l'atmosphère. En e�et, nombre de degrés de liberté ne sont pas signi�atif et on peut montrerqu'une part importante de la dynamique se projette sur une variété (ou un attrateur) de plus petite dimension queelle de l'espae des phases météorologique.Ces questions sont en partiulier soulevées par Robert and Sommeria (1991). Une illustration est donnée dans lesartiles de vulgarisation de Robert (2001, 2003)3.Partie Questions :(a)-l2- Connaissez-vous les équations qui régissent le �uide atmosphèrique ?(b)-l3- Savez-vous s'il en existe des solutions ?(b)-l1- Quel sont d'après vous les étapes pour mettre en plae une prévision météorologique opérationnelle ?(f)-l2- De votre ulture en traitement du signal, quel est le résultat le plus important au monde qui autorise (peut être)l'utilisation de l'ordinateur pour les simulations numériques ? (sans lequel nous serions enore au Moyen Âge ! !)(e)-l3- Que pensez vous de la question de Marie Farge : "L'approhe numérique : simulation ou simulare des pheno-mènes ?" (Farge 1988).Pour donner un ordre d'idée, à Météo-Frane, la durée pour déterminer les onditions initiales de l'atmosphère estde l'ordre de 30 minute, une prévision à pleine résolution prends un temps similaire. Dans le passé ette proportionétait très di�érente. En e�et, l'étape de détermination des onditions initiales était très réduite (maximum 5% dutemps) et le gros du travail était l'intégration du modèle non linéaire (95% du temps).8.2 Détermination des onditions initiales : l'assimilation de donnéesLe as l'atmosphère (ou de l'oéan), est partiulièrement omplexe. En e�et, plusieurs ontraintes apparaissent : lenombre d'observations disponible est trop petit par rapport au nombre de degré de liberté du problème, les observationssont bruitées, les prévisions sont sensible aux onditions initiales, on souhaite avoir rapidement les prévisions (ontrainteopérationnelle forte).Pour �xer les idées, le nombre de degrés de liberté de la version numérique de l'atmosphère est de l'ordre de 106,ils sont ordonnés dans un veteur x. C'est la dimension de l'espae des phases, il s'agit également du nombre de modesur lequel on projette la dynamique atmosphèrique. Dans le as du modèle de Lorenz, l'espae des de dimension 3(amplitude des trois modes : vitesse, horizontal de température et vertial de température). Le nombre d'observationsdisponible est de l'ordre de 105, elles sont odronnées dans un veteur y. Ce sont les données satellitaires, les mesuresterrestres, les avions, les bateaux, et les très important ballons sondes (radiosondage). Naturellement, il est possiblede faire le lien entre un état de l'atmosphère est une mesure. Cette opération est réalisée à l'aide d'une transformation
H telle que y = H(x). Par exemple, on est apable de onvertir un état x (température, pression, humidité, vent)sous forme de radiane : rayonnement életromagtique mesuré par un satellite, e qui orrespond à un ertain typed'observation ysat (restrition de y). Ainsi l'opérateurH peut être non-linéaire et non trivial omme l'exemple l'indique.Ainsi, l'objetif est de trouver l'état xt (t pour true) tel que

y = H(xt). (11)Mais e problème n'est pas fermé : il y a plus d'inonnue (106) que de onnue (105). Atuellement, les grands entrede prévision numérique (omme à Météo-Frane) utilise une méthode de prédition-orretion : il s'agit d'introduireune information supplémentaire appelé ébauhe qui est un hamp onnu et de l'ajuster aux observations. En général,l'ébauhe est issue de la dernière prévision alulée. Elle est noté xb. La théorie du ontr�le optimal permet de fournirl'état le plus probable de l'atmosphère au vue des observations et de ette ébauhe, il s'agit de l'état analysé xa(analyse dites objetive, par opposition à subjetive qui dans le temps était réalisée par un météorologue à la main !).Cet état s'érit
xa = xb + K (y −H(xb)) , (12)où K = BHT (HBHT + R)−1 est la matrie de gain, ave H le linéairisé de H en xb, R la matrie de ovarianed'erreurs d'observations et B la matrie de ovariane d'erreur de prévision. Le symbole T indique ii la transposi-tion. De manière générale il s'agit de l'adjoint de l'opérateur linéaire. L'un des problèmes majeurs est justement dereprésenter ette derniére matrie dont la taille est de l'ordre de 1012 : il est impossible de la stoker en mahine !Ces matries de ovarianes représentent la dispertion des erreurs et don l'inertitude sur les états. Naturellement,une part inrompressible d'inertitude demeure après ette analyse, elle est aratérisée par la matrie de ovarianed'erreur d'analyse

A = (I − KH)B. (13)Ainsi les probabilités s'introduisent tout naturellement dans la prévision du temps à travers la spéi�ation desonditions initiales. Cette inertitude va roître au stade linéaire. Ainsi, en désignant par M l'intégration par le3Robert 2001, voir aussi : smf.emath.fr/Publiations/Gazette/2001/90/smf_gazette_90_11-25.pdf
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b = M(xa) est utilisé omme ébauhe. L'inertitude est aratérisée par la matriede ovariane d'erreur de prévision B+ d'après

B+ = MAMT , (14)ave M le modèle linéaire tangent, qui orrespond à la linéarisation de la trajetoire autour de la prévision d'étatinitial xa (formellement d'après le developpement de Taylor : M(xa+δx)−M(xa) = Mδx+O(||δx||2). Les équations(12 à 14) sont elles du �ltre de Kalman.D'autre perfetionnement pourrait être expliiter. Par exemple la projetion de l'analyse xa sur les modes lentde l'atmosphère (mode/onde de Rossby) en éliminant les modes rapides (onde d'inertie-gravité). Il s'agit de la phased'initialisation dans le shéma d'assimilation de données. En e�et, les premières prévisions numériques (dans les années1950) présentaient des osillations hautes fréquenes abérantes. Ils s'agissait d'onde rapide d'inertie-gravité qui sontsolution des équations primitives4. La présene de es ondes est assoié à des deséquilibres dans l'état analysé, ainsi àla manière d'un aillou qui jetté dans l'eau engendre des ondes de surfae, le modèle numérique herhe à s'équilibreren produisant des ondes d'inertie gravité (ajustement géostrophique). Cette opération orrespond à la projetion surune variété5 de dimension néessairement inférieur à 106. Au ours de l'intégration numérique, des �ltres temporelssont appliqués pour se prémunir de l'apparition de telle ondes garantissant ainsi une évolution sur ette surfae demode lent. Finalement, es approhes sont similaires à elle de Lorenz...Voii suintement la manière dont les inertitudes aux onditions initiales sont prises en ompte dans les prévisionsmétéorologique. Naturellement, la dimension du problème rend ette théorie impossible à mettre en plae. En partiulierl'équation (14) et e sont plusieurs yle mis en parallèle d'analyse-prévision qui mime la résolution de es équations.Ensuite la qualité des prévisions tient grandement à e ylage : si vous avez de bonne prévision, vous aurez demeilleurs analyse donnant une meilleur prévision ('est plus ompliqué, mais shématiquement, 'est ça !). La phased'assimilation de données est fondamentale. Pourtant on ne l'a pas ompris tout de suite. Ce n'est que depuis unequinzaine d'année que les tehniques ont ommenés à se perfetionner (Daley 1991, Bouttier 1993, une avanéemajeur : Courtier et al. 1994,..., et des développements réent : Pannekouke et al. 2007).D'autres tehniques sont mises en plae pour analyser la sensibilité aux onditions initales à un instant pour unesituation météorologique donnée. La méthode atuellement utilisée est la méthode des veteurs singulier. Elle onsisteà réaliser des prévisions à partir d'états perturbés suivant des modes instables véri�ant un maximum de roissanelinéaire optimisé sur une période donnée. C'est e qui onduit à �xer l'indie de on�ane que l'on peut voir le Dimanhesoir sur TF1 : pour les prévisions à sept jours, il s'agit d'un indie entre 1 et 5, 1 pour une prévision peu �able et 5pour une prévision très �able.9 Questions ouvertes et prolongement1. Dans l'optique de la démarhe heuristique adoptée au ours de e TP, à partir de vos onnaissanes en méaniquedes �uides, ou de vos notions sur la turbulene, proposez un méanisme possible pour la transition dans unéoulement de �uide qui se dé�nit omme le passage d'un état relativement stable, ordonné, laminaire, à un étatdésordonné, erratique, turbulent.2. Au vu des aratéristiques intrinsèques du système mises en relief préedemment, proposer une méthode mathé-matique permettant de ontr�ler un système haotique de manière à supprimer son "imprévisibilité".3. Cette méthode est-elle réalisable en pratique pour un système de prévision météorologique numérique ?Vous pouvez onsulter le très réent livre de Lettelier (206) sur le haos, il réapitule l'histoire et la progression dela ompréhension des systèmes dynamiques. La référene sur le système de Lorenz est Sparrow (1982). Naturellement,la leture approfondie du livre de Paul Manneville (2004).10 Annexe : Desription des modes propres du modèle de Lorenz10.0.1 Mode propre de vitesseAu ours de ette présentation nous avons rappelé la déomposition de Helmholtz d'un hamp de veteur, il s'agitde la déomposition de la vitesse sous la forme v = k × ∇ψ + ∇φ, ave ψ la fontion ourant et φ le potentiel.
ζ = k · (∇ × v) = ∆ψ la divergene horizontale est η = ∇ · v = ∆φ.Dans le as de la onvetion, il est supposé que le �uide est inrompressible (sauf dans l'équation du mouvementvertial, il s'agit de l'hypothèse de Boussinesq). En partiulier, d'après l'équation de ontinuité, ela implique que la4Èquation de Navier Stokes �ltrées pour ne onserver que les solutions météorologiquement intéressantes. Par exemple, l'hypothèsed'anélastiité remplae l'équation de ontinuité ∂tρ + divρv = 0 par divρv = 0, e qui supprime les variations temporelle de massevolumique et don les ondes sonores, tout en permettant une variation spatiale de la masse volumique fondamentale pour la strati�ationvertiale5Une variété de dimension p est une surfae dans un espae de dimension n ave p ≤ n.



Premiére année ENSEEIHT. Département Hydraulique et Méanique des Fluides 13divergene est nulle. Don le hamp de vitesse est entièrement déterminé par la onnaissane de la fontion ourant ψtel que v = k × ∇ψ.Lorenz ne retient dans les équations de la méanique des �uides que le premier mode propre pour ψ qui est
ψ(x, z, t) = X(t)
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. (15)D'où il en est déduit le mode propre de vitesse (vetoriel ette fois)
vx(x, z, t) = −∂zψ = −X(t)
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, (16)
vz(x, z, t) = ∂xψ = X(t)
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. (17)C'est e hamp de veteur qui est représenté dans les simulations et Fig.4, �g. du haut.10.0.2 Modes propres de températurePour le hamp de température, Lorenz ne retient que les deux premiers modes. Le mode le plus bas orrespond aumode horizontal aratérisant le déplaement vertial de haleur (Fig.4, �g. du milieu), il s'érit
THH(x, z) =
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. (18)Le premier mode de degré supérieur est un mode vertial aratérisant la strati�ation de température (Fig.4, �g.du bas), il s'érit
THV (x, z) = − sin

(

2πh−1z
)

. (19)Ainsi, pour l'éart au pro�l linéaire, Lorenz obtient la déomposition
θ(x, z, t)

∆T
= Y (t)(πr)−1

√
2 cos

(

πah−1x
)

sin
(

πh−1z
)

− Z(t)(πr)−1 sin
(

2πh−1z
)

. (20)Dans la visualisation de l'éoulement, 'est ette température réduite qui est représentée.Le hamp de température s'érit don
T (x, z, t) = TB − ∆T

z

h
+ Y (t)

∆T
√

2

πr
cos

(

πah−1x
)

sin
(

πh−1z
)

− Z(t)
∆T

πr
sin

(

2πh−1z
)

. (21)11 Annexe : Biographique LorenzEdward Norton Lorenz est un sienti�que amériain né le 23 mai 1917 à West Hartford, dans leConnetiut."Travaillant omme météorologue au MIT, il déouvre en 1963 que l'on peut obtenir un om-portement haotique ave seulement trois variables, soit un système non linéaire à trois degrés deliberté. Il montre don qu'une dynamique très omplexe peut apparaître dans un système formelle-ment très simple. L'appréhension des rapports du simple et du omplexe s'en trouve profondémentbouleversée. En partiulier, on s'aperçoit que la omplexité peut être intrinsèque à un système, alorsque jusque-là on la rapportait plut�t à un aratère extrinsèque, aidentel, lié à une multitude deauses.Chez Lorenz, l'intervention de l'ordinateur est ruiale. La sensibilité aux onditions initiales est en e�et révéléepar le biais de l'instabilité d'un alul numérique et 'est en 1972 qu'Edward Lorenz présente l'e�et papillon devantl'Assoiation Amériaine pour le progrès des Sienes ave une élèbre question : "Le battement d'aile d'un papillonau Brésil peut-il délenher une tornade au Texas ?"Mais, surtout, Lorenz exhibe sur son éran d'ordinateur l'image surprenante de son attrateur. Dans ses travauxde méanique éleste, Henri Poinaré en avait eu l'intuition, mais il l'avait évoqué par des phrases obsures. Lorenz,lui, explique sa onstrution par des proédures itératives et la donne à voir.Il faudra ensuite près de quinze ans pour que es résultats soient ompris et assimilés par des groupes sienti�quesdi�érents, des météorologues aux mathématiiens, des astronomes aux physiiens, aux biologistes des populations,et." (soure Wikipedia)D'autres équations modèles ont été proposé par Lorenz (1995). En partiulier, elles introduite en 1995 au séminairedu Centre Européen (European Centre for Medium-Range Weather Foreasts). Le système proposé est alors de la forme
dxi

dt
= −xi−2xi−1 + xi−1xi+1 − xi + F, (22)ave i = 1, 2, · · · , 40 et des onditions limites ylique : x0 = x40, x−1 = x39 et x41 = x1. L'amplitude du forçage est�xée à F = 8.
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