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1. Introduction

• Des systèmes très répandus (Industrie et Environnement) et des opérations à finalités diverses 
- Transport (extraction)
-Production d’une suspension : cristallisation, broyage, enrobage, granulation, émulsification
-Séparation (émulsion, suspension) sédimentation, décantation, centrifugation, hydrocyclone, 
filtration
-Transfert avec ou sans réaction: extraction, absorption, adsorption, réaction en milieu hétérogène

Des technologies très variées ; des régimes d’écoulement contrastés

Procédés et operations: Colonne à bulles, réacteur agité, lit fluidisé, lit fixe, décanteur, 
filtration, broyage, emulsification 

 la phase dispersée: bulle, goutte ou particule

Génie des milieux dispersés



Exemples d’application

Précipitation de bicarbonate en colonne à bulles 
(INSA, LISPB). Dans cet exemple (transfert 
réactif gaz-liquide), le champ hydrodynamique 
est entièrement contrôlé par la taille des bulles 
leur forme et leur concentration. 

Réacteur agité gaz-liquide (LGC). Le mobile 
d’agitation permet d’assurer le mélange des deux 
phases et de casser les bulles. Plus les bulles sont 
petites, plus l’aire interfaciale est importante, et 
plus le mélange diphasique sera homogène.

Emulsification huile/eau dans un
écoulement turbulent au passage
d’une restriction (LGC). La
turbulence produite par l’écoulement
en aval de l’orifice est responsable
de la fragmentation des gouttes



Ø=6 mm

Ø=2.5 mm

Ultrafiltration 
tangentielle

10-7<d<10-6 m

En filtration, on concentre les 
particules, par un flux 
transmembranaire au voisinage 
des pores de la membrane. Ceci 
peut entrainer leur agrégation, et 
la formation d’un gâteau de 
particules et le colmatage de la 
membrane



Génie des milieux dispersés

Quelle que soit la finalité de l’opération, le diamètre des inclusions d est un paramètre clé.

Transfert massique ou thermique:

 iaKJ 

Jψ : flux transféré (kg/s) ou (J/s)
Kψ : coefficient de transfert (m/s)
ai : aire interfaciale (surface/unité de volume) (m-1)
ΔΨ : potentiel d’échange (concentration, kg ; énergie interne, J)

3/12/12 ScbRe
D

dKSh p
M  ou 3/12/1 Pr2 p

Th aRedKNu 


Inclusion isolée: Sherwood (massique)/Nusselt (thermique)

D diffusivité massique et                    thermique (m2/s)pc  Schmidt Sc=ν/D
Prandtl Pr= ν/α
Reynolds particulaire Re=duR/ν

Objectif: maximiser Jψ , c’est à dire maximiser ai et Kψ...

Forte concentration et faible diamètre (limites…)

s
i d

a 6
 φ  : concentration volumique des inclusions

ds : diamètre moyen des inclusions
Aire Interfaciale:
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Dans de nombreuses applications de génie des procédés, la variable d’état d’une 
population d’inclusions est le diamètre (particules sphériques) ou une dimension caractéristique 
(diamètre équivalent, volume, masse). On peut définir toutefois d’autres propriétés associées à un 
processus particulier (taux de recouvrement, densité de charges de surface, densité d’un 
marquage, activité biologique etc.)

La connaissance de la distribution granulométrique est fondamentale dans les procédés 
d’élaboration de particules à granulométrie contrôlée par croissance de taille (précipitation, 
cristallisation, enrobage, agrégation, coagulation) ou par fragmentation (broyage, émulsification, 
aérolisation). 

La maîtrise des procédés de séparation ou de réaction en phase dispersée est fortement 
conditionnée par la connaissance de l’aire interfaciale (c’est la dire la surface de contact entre la 
phase dispersée et la phase continue par unité de volume) et donc par la distribution 
granulométrique. 

Les interactions hydrodynamiques entre phase dispersée et phase continue dans un 
contacteur/réacteur ne peuvent plus être négligées en milieu concentré. L’importance et la nature 
de ces interactions dépend de l’inertie des particules (densité et  taille) et de leur concentration. 
L’évolution d’une population au cours du temps peut s’accompagner d’une modification des 
propriétés hydrodynamiques de son environnement. Ex: Sédimentation

Position du problème…

Application à l’étude des procédés en milieu dispersé
2. Bilans de populations



On veut connaître l’évolution d’une phase dispersée dénombrable (qu’on appellera 
Population) dans un procédé par rapport à une propriété d’état (granulométrie, composition, 
vitesse, etc.). 

L’évolution de cette propriété d’état résulte d’interactions entre la phase dispersée 
et la phase continue (fragmentation, transfert de masse) ou d’interactions entre inclusions de 
la phase dispersée (coalescence, agrégation).

Généralement, ces interactions conduisent au développement d’une distribution de 
la variable d’état au sein de la population. 

On appelle bilan de population l’équation de transport de cette distribution dans un 
volume de contrôle. La résolution du bilan de population permet de connaître l’évolution de 
la distribution dans le temps et dans l’espace. Les bilans de population sont largement utilisés 
en génie des procédés des milieux dispersés (contrôle d’une distribution granulométrique, de 
l’aire interfaciale)
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On définit dans le contacteur une distribution ou densité de probabilité  f(x) par unité de 
volume, qui traduit la probabilité de trouver à une position donnée et à l’instant t une inclusion 
ayant la propriété x=d (par exemple le diamètre). Par définition, on aura:   

x (m)

f(x)

dmin dmax

f est par exemple une densité en nombre par unité de volume n(d) ou une densité en fraction 
volumique P(d). 

 
max

min

)(
d

d

Nddn   
max

min

)(
d

d

ddP 

N est le nombre total de particules par unité de volume et Φ est la fraction volumique de la 
phase dispersée

Nddn /)(  est la fraction numérique de gouttes dont le diamètre  [d-δd/2, d+ δd/2]

ddP )( est la fraction volumique de gouttes dont le diamètre  [d-δd/2, d+ δd/2]

3. Fonctions de distribution: taille et volume
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Fonction de répartition


x

d

dyyfxF
min

)()(
0)(  xf

dx
dF

1

0
x

F(x)

dmin dmax

F(dmin)=0 et F(dmax)=1

Il est parfois plus aisé d’accéder à la fonction de répartition ou probabilité cumulée. C’est la 
probabilité pour qu’une particule ait un diamètre < x 

0
x

f(x)

dmin dmax
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Densité et probabilité cumulée

1/a

dmin dmax

f(x)=cte

1/a

d0

f(x)δ(d-d0)

dmin dmax

F(x)
« uniforme »

« Dirac »

d2

f(x)

d1 d2d1

« bimodale »

Quelques exemples de distributions et de probabilité cumulées

d0
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Moments de la distribution

Pour caractériser une distribution, on utilise souvent ses moments. Le moment d’ordre n 
d’une distribution f(x) est défini comme:


max

min

)(
d

d

nn dxxfxx

Pour les distributions unimodales, classiquement on se limite aux moments d’ordre 1 et 2:


max

min

)(
d

d

dxxxfx Valeur moyenne ou centrale

 
max

min

)()(var 2
d

d
x dxxfxx Moment centré d’ordre 2 ou variance


max

min

)(max

d

d

dxxFdxMontrer que: 22var xxx  
max

min

)(2var 22
max

d

d
x dxxxFxd

écart type: xx var

Pour identifier une distribution unimodale, on fait généralement appel à une loi à deux 
paramètres, la moyenne et l’écart type. Ex: distribution de Gauss ou loi normale, loi log-
normale, Rosin-Rammler, etc.
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Diamètre de Sauter et aire interfaciale

Aire interfaciale: l’aire interfaciale est définie comme la surface de contact entre la phase 
dispersée et la phase continue dans un volume donné. Pour une distribution en nombre de 
particules sphériques, on a:


max

min

2)(1 d

d
I dddn

V
a 

Diamètre de Sauter: c’est le diamètre moyen volume/surface de la dispersion


max

min

max

min

23
32 )()(

d

d

d

d

dddndddnd 

Fraction volumique φ: volume de la dispersion/volume total


max

min
6

)(1 3d

d

dddn
V




 ou 
max

min

)(
d

d

ddP 

Montrer que:  
max

min

max

min

)()(32

d

d

d

d

dddPddPd 

Montrer que:  
max

min

)(6
d

d
I dddPa  et que: 32/6 daI 

Pour les opérations de transfert, le flux interfacial est proportionnel à l’aire interfaciale. 
L’efficacité du flux transféré est donc conditionnée par des valeurs élevées de φ et faibles de 
d32 . Quelles sont les limites?

Rque: on trouve parfois pour caractériser une distribution le d50 et le d90:

5.0)()(
50

min

50  
d

d

dxxfdF et 9.0)()(
90

min

90  
d

d

dxxfdF etc..



14

Le suivi d’une population d’inclusions dans un contacteur/réacteur dispersé est
difficile (accès, opacité). La mesure in situ par des techniques non intrusives (qui ne
perturbent pas l’écoulement) n’est pas réalisable en règle générale, et on a le plus souvent
recours à des prélèvements en ligne vers des cellules de mesures ou à l’utilisation de sondes
intrusives (sondes optiques, conductimétriques, laser).

Pour les grosses particules (>1mm), les principes de mesure reposent sur les
variations d’indice de réflexion (sonde optique) ou d’impédance (résistance, capacité) au
passage des particules sur la sonde. Dans ce cas, on ne mesure toutefois que des distributions
de cordes et non des diamètres. Pour des milieux relativement dilués et transparents, les
techniques de visualisation par ombroscopie peuvent s’avérer pertinentes.

Pour les petites particules, les méthodes optiques utilisent les propriétés de diffusion
de la lumière des particules, notamment la relation entre l’angle de diffusion et le diamètre de
particule (théorie de Mie). De manière générale, en milieu concentré, ces méthodes
nécessitent la dilution préalable de l’échantillon, même si quelques techniques en rétro
diffusion sont en cours de développement.

Quelque soit la technique utilisée, il est important de connaître la plage des
diamètres mesurables par cette technique ainsi que la nature de la grandeur mesurée (corde,
diamètre, surface, volume).

4. Métrologie
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Exemple d’interprétation des mesures n(d) vs. P(d)

La métrologie fixe la nature de la grandeur mesurée. Lorsque les distributions 
de taille sont relativement étalées, les représentations en nombre ou en volume diffèrent 
énormément. Une représentation en volume sera beaucoup plus sensible à l’évolution de 
la taille qu’une représentation en nombre, mais privilégie de facto les grandes tailles. Se 
pose alors le problème de la représentativité de l’échantillon mesuré au regard des plus 
grands diamètres de la distribution.

P(d0)=0.99NV(d0)P(d1)=NV(d0)

V(d1)=100V(d0)

d0 d1=4.64 d0

0.99N

0.01N

n(d)

d0 d1=4.64 d0

P(d)

P(d0)

Exemple:

Calculer les diamètres moyens 
en nombre et en volume
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Quelques exemples de mesures

N=3500 rpm

0
2
4
6
8

10
12
14

diamètre (µm)
1.0 1.4 2.0 2.8 3.8 5.2 7.2 10.0 13.7 18.9 26.1 35.9 49.5

N=7000 rpm

0
2
4
6
8

10
12

diamètre (µm)
1.0 1.4 2.0 2.8 3.8 5.2 7.2 10.0 13.7 18.9 26.1 35.9 49.5

N=11000 rpm

0
2
4
6
8

10
12

diamètre (µm)
1.0 1.4 2.0 2.8 3.8 5.2 7.2 10.0 13.7 18.9 26.1 35.9 49.5

Suspensions liquide-liquide en émulsificateur (mesures par DSC)

1E-05 1E-04 1E-03

Vo
lu

m
ic

 p
er

ce
nt

 b N=610 rpm

b
1E-05 1E-04 1E-03

Vo
lu

m
ic

 p
er

ce
nt

 N=700 rpm

1E-05 1E-04 1E-03

Vo
lu

m
ic

 p
er

ce
nt

 

N=900 rpm

Suspensions liquide-liquide en cuve agitée (granulométrie à laser)
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Suspensions liquide-liquide en conduite (ombroscopie)



Les bilans de populations sont des bilans matière par classe de taille
d’inclusions permettent de traduire le taux de variation de la densité de probabilité d’une
distribution par rupture, fragmentation, coalescence ou agrégation, au sein d’une
dispersion en écoulement.

Énergie mécanique, EM

Volume V φ t

max

0

)(
d

ddP 

Dans un volume fermé homogène, ce bilan s’écrit: 
n(d,t)
t

 h(d,t)  P  P+ : terme source
P-: terme puits

Fragmentation,
&

Coalescence/Agrégation

Equation de bilan de population

P(d)
ou 
n(d)

d

Formulation globale (ex: réacteur agité liquide-liquide)

N(t)  n(d,t)d
0

dmax



P(d): en volume

Densité de probabilité

n(d): en nombre

Note: on peut formuler le bilan de population en utilisant le diamètre n(d,t) ou le volume n(v,t)



On fait l’hypothèse d’un volume contenant un grand 
nombre de particules. Ce volume de fluide est 

parfaitement micro-mélangé et l’hydrodynamique 
n’intervient pas de façon locale

( , )nv t  ,
( , )

n v t
hv t

t


 


Termes sources et puits 
liés à la rupture et à 

l’agrégation

n(v,t) : densité en nombre de particules de volume v
à l’endroit considéré à l’instant t

= nombre de particules par unité de volume 
dont le volume est compris entre v et v +dv

5. Formulation d’un bilan de population



Expressions de PF
+ , PC

+ et PF
- , PC

-?

Termes sources et puits du BP

Pour une classe de diamètre dj de la distribution donnée, le terme source correspond 
à la coalescence de gouttes de classes inférieures dj-k et de rupture de classes supérieures dj+k. 
Le terme puits correspond à la rupture des gouttes de diamètre dj et à la coalescence de 
celles-ci avec des gouttes de n’importe quelle classe di (y compris dj).

Lois de fermeture ou lois phénoménologiques





Termes source/puits
• Terme source lié à l’agrégation (Q fréquence) : 

 Terme puits lié à la rupture : 

PC
  h v,t   1

2
n(v v ',t)n(v ',t)Q(v v ',v ')dv '

0

v

 +v'

v - v'
v

 Terme source lié à la rupture (Γ fréquence) : 

PF
  h v,t   (v,v ')(v ')n(v ',t)dv '

v



 v
v - v'

+v'

 Terme puits lié à l’agrégation : 

PC
  h v,t   n(v,t) n(v ',t)Q(v,v ')dv '

0



 v v'+ v + v'

PF
  h v,t   (v)n(v,t) +v'

v - v'
v

P+

P-



Formulation de la PBE

n(v,t)
t


1
2

n(v v ',t)n(v ',t)Q(v v ',v ')dv '
0

v


source par agrégation

  

n(v,t) n(v',t)Q(v,v ')dv'
0




puits par agrégation

  

  (v,v ')(v')n(v ',t)dv '
v




source par rupture

  

(v)n(v,t)

puits par rupture
  

Formulation générale de l’équation de bilan de 
population sur une zone parfaitement micro-
mélangée (sans croissance, ni dissolution) : 



S. Kumar and D. Ramkrishna, « On the solution of population balance equations by 
discretization (Part I , fixed pivot technique) ». (1996). Chem. Eng. Science, 51 p. 1311.



Résolution numérique de la PBE

(méthode des classes)

Problématique : redistribution des particules agrégées ou 
rompues sur des classes discrètes

1     2     3     4     5     6     ............................100

N
1 agrégat de 5 particules se casse en un 
agrégat de 2 et un agrégat de 3 particules.

Distribution
discrète de classes

-> série géométrique

1     2     4     8     16     32     ............................128

N
8 -> 2 + 6

4 8



(méthode des classes)



(méthode des classes)



(méthode des classes)



(méthode des classes)





Les noyaux (exemples pour l'agrégation)

Q (ri, rj)

A démontrer pendant un exercice sur l’agrégation



Mouvement Brownien dû aux fluctuations thermiques

Einstein-Stokes :diffusion  det Coefficien     
6

ionsedimentat

cos
2Re

)0(

)0(

)0(

)0(

a
kTD

diffusionD
auPe

itevis
inertieau












a

Phénomènes Physiques: particules colloïdales



Interaction hydrodynamiques : Stokes ~ 1/r  --- Ecoulement Potentiel ~ 1/r3

Particules chargées : répulsion électrostatique (“longue portée”)

Forces de Van der Waals : attraction (“trés courte portée”)

Stabilité d’une suspension : génération de flocs
Van der Waals + Agitation Brownienne >> Hydrodynamique + Electrostatique

PbO-SiO2-PbSiO3 composite AEROSIL from Degussa, Inc.

r

Phénomènes Physiques: particules colloïdales



Diffusion
Attraction

Diffusion
Repulsion

Forces inter-particulaires (DLVO)
Attraction (Van der Waals)

Répulsion électro-statique
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
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²
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    
















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2
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22226 DDrr
DrrLn
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1
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2
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2
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0

 tFaV
dt

dVm p  6

Echelle de portée 
de la répulsion

Diffusion par mouvement Brownien

Equation de Langevin
dt

akTF ii



12 a

kTD 6
Diffusion de Stokes-Einstein 



Agrégation de particules colloïdales
(distribution de tailles)

Agrégation

Brownien Ecoulement
Cisaillé

Collisions




2

3
8 kTn



  23233.1 naG

Régime d’agrégation dépend du
mécanisme prépondérant dans le

rapprochement des particules
en suspensionSedimentation

differentielle
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Distribution de 
taille des 
particules

Flux de 
particules 
sortant

Flux de 
particules 
entrant

Régime établi

taille 1 taille max

Loi d’echelles pour une 
suspension homogène

Hunt (1982)
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0 




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 
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kTnv -3/2

50
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.









E
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0v/v

agrégation

suspension
polydisperse

Brownien Cisaillé

Résultats de simulations 3D homogènes
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